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Самостоятельные работы 
Вариант 1. 

С-1. 
1. Постройте луч OA. Отложите от точки A отрезок AA′ = AO. 

2. Т.к. b
b′

= 2, то a′ =
2
1 a = 2,5 см и c′ =

2
1 c = 1,75 см. 

С-2. 

1. Треугольники подобны по трем сторонам, т.к.  
24

2,7
20
6

5,2
5,7

== . 

2. Т.к. углы при основании равнобедренных треугольников равны, то они 
подобны по 2-м углам. 

С-3. 

1. 212841610022 ==−=−= ADACCD  см; 
∠BCD = 90° – ∠CBD = ∠BAC, значит, ∆CBD и ∆ADC 
подобны по двум углам, следовательно, 

BC
CD

AC
AD

=  ⇒ 10 2 21 5 21
4

AC CDBC
AD
⋅ ⋅

= = =  см. 

По теореме Пифагора в ∆ABC находим, 

2510052522 =+=+= ACBCAB  см. 

2. Т.к. CD2 = AD ⋅ BD, то CD = 94 ⋅ = 6 см. 

С-4. 

1. ∠ABC =
2
1
∠AOC =

2
1
⋅ 88° = 44°, по свойствам окружности. 

2. Т.к. M — центр окружности, то BC — диаметр ⇒ ∠A = 90° ⇒ 

⇒ ∠B = ∠C =
2

90180 °−° = 45°. 

С-5. 
1. Строим точку A′ симметричную точке A относительно точки C с коэф-
фициентом 2 и точку B′ симметричную точке B относительно точки O с 
коэффициентом 2. Проводим луч A′B′. 
2. Т.к. MK||AC, то ∠BMK = ∠BAC (как соответственные) ⇒ ∆ABC ∼ ∆MBC 

по 2-м углам (∠ABC — общий) ⇒ 
AB
8

7
4
=  ⇒ AB =

4
78 ⋅ = 14 см. 

3. ∆ABC ∼ ∆A1B1C1 по 2-му признаку ⇒ 
11CA

AC = 2,5 ⇒ A1C1 = 4 см. 

D

A

B

C
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С-6. 
1. По теореме косинусов имеем: 

142=92+122–2⋅9⋅12⋅cosα ⇒ cosα =
1292

14129 222

⋅⋅
−+

216
29

= > 0 ⇒ α — острый. 

2. Т.к. острый угол равен 52°, то тупой — 128° ⇒ диагональ равна 

°−=°⋅⋅−+ 128cos4041128cos54254 22  ≈ 8 см. 

С-7. 

1. По теореме синусов: 
B

AC
C

AB
∠

=
∠ sinsin

⇒AC= 24

2
1
2
24

sin
sin

=
⋅

=
∠
∠⋅
C

BAB  см. 

2. Т.к. PQ — меньшая сторона, то ∠PRQ — наименьший, а сторона PR — 
наибольшая, то ∠PQR — наибольший. 

С-8. 
1. ∠C = 180° – 80° – 40° = 60° < ∠B ⇒ AB < AC. (т.к. в треугольнике про-
тив меньшей стороны лежит меньший угол). 

2. По теореме косинусов: cosα=
1582

17815 222

⋅⋅
−+ =0 ⇒ α = arccos 0 ⇒ α = 90°. 

С-9. 
1. Пусть половина меньшего угла равна x, тогда 2x + 2x + 3x + 5x = 360° ⇒ 

⇒ x =
12

360° = 30° ⇒ 60°, 60°, 90°, 150° — углы четырехугольника. 

2. Пусть n число сторон многоугольника, тогда сумма внутренних углов 
равна 180°n – 360°, а сумма внешних — 

180°n – (180°n – 360°) = 360° ⇒ 2 ⋅ (180° ⋅ n – 360°) = 360° ⇒n=
°
°⋅

360
3603 = 3. 

С-10. 
1. Т.к. радиус вписанной окружности равен 1, то сторона равна 2 ⇒ 
⇒ диаметр описанной окружности по теореме Пифагора равен 

2222 22 =+ см, следовательно, радиус равен =⋅ 22
2
1 2 см. 

2. Проведите прямую через центр окружности, затем перпендикулярную к 
ней, затем соедините точки пересечения прямых с окружностью. 

С-11. 
1. l = 2πr = 2π ⋅ 5 = 10π см. 
2. Т.к. радиус вписанной окружности пропорционален стороне квадрата, 
то они также и относятся ⇒ 3:1. 
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С-12. 
1. По теореме косинусов меньшая диагональ равна 

3120cos2 222 aaaa =°−+ , тогда по теореме Пифагора большая диаго-

наль равна aaa 23 22 =+ . 

2. l=
4
1  ⋅ 2πr =

4
1
⋅ 2π ⋅ 2 = π см. 

С-13. 
1. Т.к. меньшая высота опирается на большую сторону, то 

S = 6 ⋅ 3 = 18 см ⇒ другая высота равна 
2
9

4
=

S = 4,5 см. 

2. Постройте треугольник. Измерьте его стороны и воспользуйтесь форму-
лой Герона:  S = ))()(( cpbpapp −−− , где р — полупериметр, a, b и с — 
стороны треугольника. 

С-14. 
1. AF=ED=BF (т.к. ∠A=∠D = 45°) ⇒BC=FE = 
= AD – AF – ED = 
= AD – 2BF = 70 – 2 ⋅ 10 = 50 см. 

S =
2
1 (AD + BC) ⋅ BF =

2
1
⋅ 120 ⋅ 10 = 600 см2. 

2. Постройте трапецию и ее высоту. Измерьте их и воспользуйтесь форму-

лой hbaS ⋅+= )(
2
1 , где a и b — длины оснований, а h — длина высоты. 

С-15. 

1. Т.к. коэффициент подобия k =
2
1

20
10

= , то остальные стороны равны 8⋅k=  

= 8 ⋅
2
1 = 4 см; 16 ⋅ k = 16 ⋅

2
1 = 8 см и 12 ⋅ k = 12 ⋅

2
1 = 6 см, а площадь вто-

рого четырехугольника меньше площади первого в 41
2 =

k
 раза. 

2. k =
2
3  ⇒ 

2

1
S
S = k2 ⇒ S1 = S2 ⋅ k2 = 50 ⋅

4
9 = 25 ⋅ 9 = 225 см2. 

С-16. 

1. Т.к. l = 2πr, то r =
2
1

2
=

π
l  ⇒ S = πr2 ≈

200
157

400
31414,3

4
1

==⋅ = 0,785 см2. 

2. S = a2 – 2 ⋅
2
1
⋅ AL ⋅ АK – 2 ⋅

4
1
⋅ πAL2 = a2 – ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−=
π

−
84

3
84

2
22

aaa . 

A

B C

DF E



 5 

С-17. 
1. Пусть стороны прямоугольника равны 8x и 15x, тогда по теореме Пифа-

гора 342 = 64x2 + 225x2 ⇒ x2 =
289

1156
22564

342
=

+
= 4 ⇒ x = 2 ⇒ стороны рав-

ны 16 см и 30 см ⇒ S = 16 ⋅ 30 = 480 см2. 

2. S=π(r1
2 – r2

2)=π(4r2
2 – r2

2)=3πr2
2=6 ⇒ r2

2 =
π
2  ⇒ r2 =

π
2 м ⇒ r1 =

π
22 м. 

Вариант 2. 
С-1. 

1. Постройте середины отрезков AO и BO. Эти точки — искомые. 

2. Коэффициент подобия k =
4
5,1  ⇒ стороны равны 7 ⋅

4
5,1 = 2,625 см;  

5 ⋅
4
5,1 = 1,875 см и 4 ⋅

4
5,1 =1,5 см. 

С-2. 

1. P1 = 3 + 4 + 6 = 13 ⇒ k =
13

5,58

1

2 =
P
P  ⇒ 

⇒ стороны равны 4 ⋅
13

5,58 =18 см, 3 ⋅
13

5,58 = 13,5 см и 6 ⋅
13

5,58 = 27 см. 

2. Т.к. тупой угол равен 180° – 54° – 18° = 108° ⇒ один из углов в отсе-
ченном треугольнике равен 54° ⇒ треугольники подобны по двум углам, 
т.к. еще один угол — общий. 

С-3. 
1. Т.к. ∠C = 90°, то CD = DBAD ⋅ = =⋅6436  48 см ⇒ 

⇒ AC = 22 3648 + = 60 см, а BC = 22 5448 + = 80 см. 
2. Т.к. CD 2 = BD ⋅ AD, то 

BD =
13
121

11311
13

13
60 22

=
+⋅

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

AD
CD см ⇒ 

⇒ AB = =+
13
121

13
111  13 см. По теореме Пифагора 

AC = 2

22
22

13
)11311(50 +⋅+

=+ ADCD = 12 см ⇒ 

⇒ BC = 22 ACAB − = 5 см. 

D

A

B

C
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С-4. 

1. Т.к. ∠ABC— вписанный, то ∠ABC=
2
1 (360°–∠AOC)=

2
1 (360°–84°)=138°. 

2. 

DA

B
C

 

∠ABD = ∠ACD = 40° ⇒ ∠BAD =  
= 180° – 40° – 60° = 80°. 

С-5. 
1. Разделите отрезки AO, BO и CO пополам. Затем эти «половинки» отло-
жите от точек A, B и C на лучах OA, OB и OC. Концы получившихся от-
резков соедините. 
2. Т.к. ∆ABC ∼ ∆A1B1C1, то ∠A = ∠A1, пусть D1 — точка пересечения бис-
сектрис треугольников ABC и А1В1С1 со сторонами АС и А1С1 — соответ-
ственно.  Т.к. ∠B = ∠B1, то ∠ABD = ∠A1B1D1 ⇒ ∆ABD ∼ ∆A1B1D1 по 2-м 

углам ⇒ k
BA

AB
DB

BD
==

1111
. 

3. Т.к. 
3
5

==
AQ
AC

AP
AB  и ∠A — общий, то ∆ABC∼∆HPQ ⇒ PQ=

5
3
⋅BC=6 см. 

С-6. 
1. Т.к. 0,32 + 0,42 = 0,52, то по теореме, обратной к теореме Пифагора, этот 
треугольник прямоугольный. 

2. По теореме косинусов:  AC = =∠⋅⋅−+ BABBCABBC cos222  

= 8223cos6,05,026,05,0 22 ′°⋅⋅⋅−+ ≈ 0,24 см. 

С-7. 
1. По теореме синусов имеем: 

D
CM

M
CD

∠
=

∠ sinsin
 ⇒ CM =

210
2

3
2

sin 10 6
sin 3

CD D
M

⋅⋅ ∠
= =

∠
см. 

2. Нет, т.к. тогда угол, лежащий против стороны, равной 9 см, еще больше, 
но сумма углов треугольника равна 180° ⇒ противоречие. 

С-8. 

1. По теореме синусов ⇒ 
A

BC
C

AB
∠

=
∠ sinsin

⇒ 

⇒ sin∠A =
20
21

102
73

8
7,012sin

=
⋅
⋅

=
⋅

=
∠⋅

AB
CBC  > 1 ⇒ sinC ≠ 0,7. 
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2. По теореме косинусов RQ = =∠⋅⋅−+ PPRPQPRPQ cos222  

= 9,39)6142cos(3,74523,745 22 ≈′°⋅⋅⋅−+ см. 

С-9. 
1. Сумма углов выпуклого пятиугольника равна (5 – 2) ⋅ 180° = 540°, пусть 
его углы равны x, 3x, 5x, 7x и 11x, тогда x + 3x + 5x + 7x + 11x = 540°;  
27x = 540°; x = 20°, следовательно, искомые углы равны 20°, 3 ⋅ 20° = 60°,  
5 ⋅ 20° = 100°, 7 ⋅ 20° = 140° и 11 ⋅ 20° = 220°. 
2. Сумма углов выпуклого n-угольника равна 180°(n – 2), сумма внешних 
углов равна 180° ⋅ n – 180°(n – 2) = 360°, следовательно, 

180° ⋅ (n – 2) = 360°; 180° ⋅ n = 720°; 4
180
720

=
°
°

=n . 

С-10. 

1. Т.к. по теореме синусов R =
°60sin2

a , где а — сторона, а 60° — угол 

правильного треугольника, a = 2Rsin60° = 2 ⋅ 6 ⋅ 36
2
3
= см ⇒ площадь 

треугольника 3
4

2aS = , а периметр Р = 3а. 

r = 36
6
3

6
3

4
3
4

32
2

2

⋅==

⋅

=
⋅ a

a

a

P
S = 3 см. 

2. Постройте центральный угол в 60°, затем отложите от него равный ему. 
Повторите эту операцию еще 3 раза. В точках пересечения сторон углов с 
окружностью проведите касательные. 

С-11. 
1. По теореме Пифагора гипотенуза равна 543 22 =+ см, поскольку 
центр окружности, описанной около прямоугольного треугольника, лежит 

на середине гипотенузы, находим 5,2
2
5
==R см, следовательно, длина 

окружности l = 2πR = 2π ⋅ 2,5 = 5π см. 
2. Т.к. стороны 2-го треугольника в 2 раза меньше сторон 1-го, то радиус 
окружности, вписанной во 2-й треугольник, в 2 раза меньше. 

С-12. 
1. Каждый из углов правильного восьмиугольника равен: 

°=
−⋅° 135

8
)68(180 . 
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По теореме косинусов:  AC2 = 2b2(1 – cos135°) = 2b2

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

2
21 . 

Т.к. ∠ABC = ∠BCD =
8

)28(180 −° = 135°, то ∠BCA =
2

135180 °−° = 22,5° ⇒ 

⇒ ∠ACD = 135° – 22,5° = 112,5° ⇒ по теореме косинусов 

AD = =°⋅⋅−+ 5,112cos222 CDACCDAC  

= °⋅+−+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+ 5,112cos222

2
212 222 bbb = 

= 21
22

122223 +=
+

⋅+⋅−+ bb . 

2. 
5
1
⋅ 2πr = 3 ⇒ r =

π2
15 дм. 

С-13. 
1. В параллелограмме на большую сторону падает меньшая высота, зна-
чит, площадь параллелограмма S = 2 ⋅ 5 = 10 cм2, следовательно, искомая 

сторона равна 4
5,2
=

S см. 

2. Необходимо измерить стороны треугольника, вычислить его полупери-
метр и воспользоваться формулой Герона: ))()(( cpbpappS −−−= , где 
a, b, и с — стороны треугольника, р — полупериметр. 

С-14. 

1. Высота трапеции равна 40 ⋅ sin45° = 220
2
240 =⋅ см ⇒ ее площадь 

равна 2840220)6024(
2
1

=⋅+ см2. 

2. Построить серединный перпендикуляр к любому из оснований трапе-
ции, измерить высоту трапеции (отрезок серединного перпендикуляра, за-
ключенного между основаниями), измерить основания трапеции; вычис-

лить площадь по формуле hbaS ⋅+= )(
2
1 , где a и b — основания, h — 

высота. 
С-15. 

1. Вычислите площадь четырехугольника по теореме Герона: 
))()()(( dpcpbpap −−−− , а затем умножить ее на 1000, где р — полу-

периметр, а, b, с и d — стороны четырехугольника. 
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2. P1 = 11 + 3 + 6 + 7 = 27см. ⇒ 8
27
216

1

2 === k
P
P  ⇒ стороны второго че-

тырехугольника: 11 ⋅ 8 = 88 см; 3  8 = 24 см; 6 ⋅ 8 = 48 см;  7 ⋅ 8 = 56 см, 
площадь второго четырехугольника больше площади первого в k2 = 82 = 64 
раза. 

С-16. 
1. Площадь квадрата S = a2, где а — сторона квадрата, площадь вписанно-

го в него круга S2 = πr2 = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
π

2

2a , значит,  
π

=
⋅π

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛π

=
4

4
1

1

2

2

2

2 a

a
S
S . 

2. S′ = ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ π
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛π−

84
3

26
13

4
3 2

2
2 bbb  

С-17. 
1. Пусть DH⊥AB и CK⊥AB. Т.к. DC||AB, то DH = CK ⇒ 

⇒ S(ABD) = S(CAB) = ABDH ⋅
2
1 , т.к. AB — их общее основание. 

2. Пусть a — сторона квадрата ⇒ по теореме Пифагора диаметр круга ра-

вен 2a , тогда  R =
2

a
⇒ πR2=a2 + 456 ⇒ 

2

2aπ = a2 + 456 ⇒ a2 =
2

912
−π

 ⇒ 

⇒ Sкруга = 2

2aπ =
2

456
−π
π = 1256 см2. 

Вариант 3. 
С-1. 

1. Находим середины отрезков СО и OD, пусть это будут точки А и В — 
соответственно, теперь ищем середины отрезков АО и ОВ, пусть это будут 
точки Р и К — соответственно; при данной гомотетии точка С перейдет в 
точку Р, а точка D перейдет в точку К. 

2. Коэффициент подобия k =
6
5,3 , значит, искомые стороны равны 3,5 см,  

4 ⋅ k = 4 ⋅
3
7

6
5,3
= см и 3 ⋅ k = 3 ⋅

4
7

6
5,3
= см. 

С-2. 
1. Пусть стороны треугольника равны 5x, 6x и 8x, тогда стороны подобно-
го — 5kx, 6kx и 8kx ⇒ 8kx – 5kx = 3kx = 15 ⇒ kx = 5 ⇒ искомые стороны 
равны 5kx = 5 ⋅ 5 = 25 см, 6kx = 6 ⋅ 5 = 30 см,  8kx = 8 ⋅ 5 = 40 см. 
2. Пусть меньший угол равен x, тогда x + 3x + 6x = 180° ⇒ x = 18° ⇒ углы 
треугольника равны 18°, 3x = 3 ⋅ 18° = 54° и 6x = 6 ⋅ 18° = 108°. Далее см. 
Вар. 2. С-2.2. 
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С-3. 
1. Высота данного треугольника (опущенная на гипотенузу) равна (по тео-

реме Пифагора) 6810 22 =− дм, пусть проекция неизвестного катета х, 

тогда 62 = 8 ⋅ х; 5,4
8
36

==x дм; гипотенуза равна 8 + 4,5 = 12,5 дм, по тео-

реме Пифагора неизвестный катет равен 5,7105,12 22 =− дм. 

2. Пусть проекция другого катета равна х, тогда x⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

17
413

17
17

2

 ⇒ 

⇒ 
17
64

225
17

17
120

2

2
=⋅=x дм, значит, гипотенуза 17

17
64

17
413 =+ дм, по теоре-

ме Пифагора один из катетов равен 15
17
413

17
17

22

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ дм, а остав-

шийся катет равен 81517 22 =− дм. 

С-4. 
1. Из того, что ∠АВС — вписанный, а ∠АОС — центральный и они опи-

раются на одну и туже хорду, следует, что ∠АВС =
2
1
∠АОС=146°:2 = 73°. 

2. ∠BCD = ∠ACD + ∠ADB = 70° + 50° = 120° (как углы, опирающиеся на 
одну хорду), следовательно,  ∠BAD = 180° – ∠BCD = 180° – 120° = 60°. 

С-5. 
1. Пусть точки М′, С′ и К′ — середины отрезков МО, СО и КО, соответст-
венно, тогда при данной гомотетии ∆МКС перейдет в ∆М′К′С′. 
2.  

A

B

CD  

A′

B′

C′D′  

Из того, что ∆АВС∼∆А′В′С′, следует, что  

∠BAD = ∠B′A′D′ и 
BA

ABk
CA

AC

DA
AD

′′
==

′′
=

′′
2
1
2
1

,  

следовательно, ∆АВD∼∆А′В′D′ по двум сторонам и 

углу, значит, k
BA

AB
DB

BD
=

′′
=

′′
. 
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3. 
Пусть сторона квадрата равна a. тогда из подобия тре-

угольников FAD и CAB следует, что 
aa −

=
3

36  или 

3
3

6
aa −

= ⇒ a = 6 – 2a ⇒ 3a = 6 ⇒ a = 2 см. 

 
 

С-6. 

1. По теореме косинусов 0
112
31

872
1287cos

222
<−=

⋅⋅
−+

=α , где α — угол, ле-

жащий против стороны в 12 см, значит, данный треугольник тупоугольный. 

2. По теореме косинусов CBCACBCACAB ∠⋅⋅−+= cos222 = 

= 2271123cos101521015 22 ≈′°⋅⋅⋅−+ см. 

С-7. 

1. По теореме синусов 
K

PD
P

KD
∠

=
∠ sinsin

 ⇒ 
K

PPDKD
∠
∠⋅

=
sin

sin
=

16
2

3
2

2 6
⋅

= см. 

2. Не может, так как в прямоугольном треугольнике гипотенуза больше 
каждого из катетов, а 6 см < 8 см. 

С-8. 

1. Не может, так как тогда бы по теореме синусов 
B

AC
A

BC
sinsin

= ; 

Bsin
11

4,0
4

=  ⇒ sinB = 1,1 > 1, а синус любого угла не больше единицы. 

2. По теореме косинусов MMEMKMEMKKE ∠⋅⋅−+= cos222 = 

= 55,5)3167cos(2,46,522,46,5 22 ≈′°⋅⋅⋅−+ см. 

С-9. 
1. Сумма углов выпуклого  шестиугольника равна 720°, пусть углы равны 
2х, 4х, 4х, 6х, 8х и 12х, тогда 2х + 4х + 4х + 6х + 8х + 12х = 720°, 36х = 720°, 
х = 20°, значит, искомые углы равны 2х = 2 ⋅ 20° = 40°, 4х = 4  20° = 80°,  
4х = 80°,6х = 6 ⋅ 20° = 120°, 8х = 8 ⋅ 20° = 160°, 12 ⋅ х = 12 ⋅ 20° = 240°. 
2. Сумма внутренних углов выпуклого n-угольника равна 180°n – 360°, 
сумма внешних углов равна 180°n – 180°(n – 2) = 360°, следовательно, 

180°n – 360° = 360° + 180° ⇒ 5
180
900

=
°
°

=n . 

D

A

BC

F
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С-10. 

1. Пусть a — сторона 6-угольника ⇒ rtg30° =
2
a  ⇒ 

⇒ 2rtg30° = 2 ⋅ 1,5 ⋅ 3
3
3
=  ⇒ R = a = 3 . 

2. Проведите диаметр окружности, затем перпендикулярный ему, затем по-
верните эти диаметры на 45° и соедините точки пересечения с окружностью. 

С-11. 
1. По теореме Пифагора диаметр окружности будет равен 13125 22 =+ см. 
Длина искомой окружности равна 2πr = πd = 13π см, где d — диаметр ок-
ружности. 
2. Окружность, описанная около треугольника, вершинами которого яв-
ляются середины сторон данного равностороннего треугольника, является 
вписанной в данный равносторонний треугольник. Радиус окружности, 

описанной около равностороннего треугольника, равен 
3

aR = , а радиус 

вписанной окружности 
32

ar = , где а — сторона треугольника, значит, 

1:2

32

3 == a

a

r
R  

С-12. 
1. Рассмотрим восьмиугольник ABCDMNKP со стороной b, так же как и в 

В2, С-12 по теореме косинусов ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=

2
212 22 bAC . Треугольник КАС яв-

ляется прямоугольным, так как он вписан в окружность, описанную около 
данного восьмиугольника, а сторона СК является диаметром этой окруж-
ности. АС = АК, т.к. ∆КРА = ∆СВА по первому признаку (КР = РА = АВ =  

=ВС=b, ∠KPA = ∠ABC = 135°). По теореме Пифагора 22 ACAKCK += = 

=
2
212

2
214 2 +=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+ bb , а СК и есть искомая диагональ. 

2. 2πr = 4 ⋅
°
°

250
360  ⇒ 

π
=

25
72r  дм. 

С-13. 

1. S = a ⋅ h ⇒ h =
6
24

=
a
S = 4 см.   2. см. Вар. 1. 
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С-14. 
1. 
Рассмотрим трапецию ABCD и высоту BH, 
пусть АВ = 20 см, 
ВС = 12 см и AD = 30 см, тогда  
∠АВН = ∠АВС – ∠НВС = 
= 150° – 90° = 60°; из прямоугольного 

∆АВН находим ВН = АВ ⋅ cos∠ABH = 20 ⋅
2
1  = 10 см. Итак, 

S =
2
1 BH ⋅ (AD + BC) =

2
1
⋅ 10 ⋅ (30 + 12) = 210 см2. 

2. См. В2, С-14.2. 

С-15. 
1. Вычислить площадь четырехугольника по формуле Герона: 

))()()(( dpcpbpap −−−− , а затем умножить ее на 5000, где р — полу-
периметр четырехугольника, a, b, c и d — стороны четырехугольника. 
2. Пусть коэффициент подобия равен k, тогда 2k + 5k = 28, 7k = 28, k = 4; 
стороны второго четырехугольника равны 2k=2⋅4 = 8 см, 3k = 3 ⋅ 4 = 12 см, 
4k = 4 ⋅ 4 = 16 см, 5k = 5 ⋅ 4 = 20 см, а площадь второго четырехугольника 
больше площади первого четырехугольника в k2 = 4 ⋅ 4 = 16 раз. 

С-16. 
1. Пусть сторона квадрата а, тогда диагональ квадрата, которая является 

диаметром описанной окружности, равна 2а , а радиус равен 
2

2aR = . 

Площадь квадрата S=a2, а площадь круга S1=πR2=
2

2aπ , тогда 
π

=
π

=
2

2

2

2

1 a
a

S
S . 

2. S′ = 2a ⋅ a – 2 ⋅
4

2
22

1 2
2

2 aaa π
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛π . 

С-17. 
1. Пусть ВН — высота, опущенная из точки В на прямую АС, диагонали 
параллелограмма точкой пересечения делятся пополам, значит, АО = ОС. 

Площади треугольников АВО и СВО соответственно равны S1 = 2
1 BH ⋅ AO 

и S2 = 2
1 BH ⋅ OC, получим  S1 = S2, так как АО = ОС. 

НA

B C

D
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2. Пусть сторона квадрата а, тогда радиус круга 
2
ar = , площадь круга 

4

2
2

1
arS π

=π= , площадь квадрата S2 = a2, следовательно, 2
2

86
4

aa
=+

π , 

откуда 
π−

=
4
3442a , теперь  314

4
86

)4(4
344

1 ≈
π−
π

=
π−

⋅π
=S см2. 

Вариант 4. 
С-1. 

1. Пусть точки E, G и K — середины отрезков AB, AC и AD, соответствен-
но, точки F, N и М — середины отрезков АЕ, AG и АК, а точки X, Y и Z — 
середины отрезков FE, NG и MK, соответственно. Четырехугольник AXYZ 
— искомый. 
2. Отношение другой стороны к диагонали — это синус угла между дру-
гой стороной и диагональю. С помощью тригонометрического круга по-
стройте этот угол и отложите от данной стороны. В другом конце данной 
стороны проведите перпендикуляр. Через точку их пересечения проведите 
прямую, параллельную данной стороне. Затем еще один перпендикуляр 
через другой конец данной стороны. 

С-2. 
1. ∆ABC ∼ ∆NBP по двум углам (∠АВС — общий, 
∠BPN = ∠BCA, как соответственные при пересечении 
параллельных прямых АС и NP секущей ВС ) ⇒ 

⇒ 
NPBH

BH
FHBH

BH
BF
BH

NP
AC

−
=

−
==  ⇒ 

 

⇒ AC ⋅ BH – AC ⋅ NP = BH ⋅ NP ⇒ NP =
8

15
=

+
⋅

ACBH
BHAC =

8
71 см. 

2. ∆AKC и ∆BHC — прямоугольные ⇒ они подобны, 
т.к. имеют общий угол C. 
 
 
 
 
 
 

С-3. 

1. По теореме Пифагора гипотенуза равна 41409 22 =+ дм. Площадь 
прямоугольного треугольника с одной стороны равна половине произве-

N P

A

B

C

F

M H Q

A

B

C

K

H
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дения катетов, т.е. 
2
1
⋅ 9 ⋅ 40 = 180 дм2, а с другой стороны половине про-

изведения высоты на гипотенузу, откуда высота равна 
41
328

41
1802

=
⋅ дм2. 

2. Повторяя рассуждения, проведенные в предыдущей зада-
че, получаем: 

CD =
22

2

ba

ab
AB

S

+
= , где abS

2
1

= , а 22 baAB += . 

 
 
 
 

С-4. 
1. ∠АОС = 360° – 2 ⋅ ∠АВС = 360° – 2 ⋅ 99° = 162°. 
2. Т.к. BO = OD = OP, то ∠OBA = ∠OAB = α и  
∠OAD = ∠ODA = β, т.к. ∠A = 90°, то α + β = 90°.  
Т.к. ∠OBD + ∠A + ∠ODA = 180°, то точки B, O и D 
лежат на одной прямой ⇒ BD — диаметр. 
Т.к. ∠C = 90° и опирается на диаметр, то точка C ле-
жит на окружности. 

С-5. 
1. Пусть точки A и B при гипотетии с центром точки O и коэффициентом, 
равным k, переходят в точки C и D, соответственно, тогда ∆AOB ∼ ∆COD с 
коэффициентом подобия, равным k, по 2-му признаку ⇒ CD||AB. 
2. Пусть ha — высота, проведенная к стороне а, hb — высота, проведенная 
к стороне b, тогда площадь треугольника равна 

S = bhah ba ⋅=⋅
2
1

2
1 , откуда 

a
b

h
h

b

a = . 

3. Т.к. 
AD
AC

AE
AB

===
8
20

6
15 и ∠A — общий, то ∆ABC ∼ ∆AED ⇒ 

⇒ 
2
5

8
20

==
ED
BC  ⇒ ED = 30

5
2

5
2

⋅=BC = 12 м. 

С-6. 
1. Против большей стороны в треугольнике лежит больший угол; из тео-
ремы косинусов, косинус наибольшего угла будет равен 

0
8
1

1082
12108 222

>=
⋅⋅
−+ , следовательно, треугольник остроугольный. 

2. Пусть конец вектора силы Р, приложенной к точке О, есть точка В, при-
ложим силу Q к точке B, пусть конец вектора этой силы будет точка С, то-

D

A

B

C

О
A B

CD
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гда ∠ОВС = 180° – 50° = 130°. По теореме косинусов равнодействующая 

OBCBCOBBCOBOC ∠⋅⋅⋅−+= cos222 = 

= H16,275130cos20010020200100 22 =°⋅⋅⋅−+ . 
Из треугольника ОВС по теореме синусов 

OBC
OC

BOC
BC

∠
=

∠ sinsin
 ⇒ sin∠BOC =

OC
BC

⋅ sin∠OBC ⇒ 

⇒ 0535130sin
16,275

200arcsin ′°≈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
°⋅=∠BOC . 

С-7. 
1. Сумма углов треугольника равна 180°, пусть ∠К = 4х, ∠L = 2x, ∠M = 3x, 
тогда 4х+2х+3х=180°, 9х = 180°, х = 20°, следовательно, ∠К = 4 ⋅ 20° = 80°, 
∠L = 2 ⋅ 20° = 40°, ∠M = 3 ⋅ 20° = 60°. 

По теореме синусов 
L

KM
K

LM
M

KL
∠

=
∠

=
∠ sinsinsin

, следовательно, 

7
80sin
60sin8

sin
sin

≈
°
°⋅

=
∠
∠⋅

=
K

MLMKL см, а 2,5
80sin
40sin8

sin
sin

≈
°
°⋅

=
∠
∠⋅

=
K

LLMKM см. 

2. В треугольнике против большей стороны лежит больший угол, следова-
тельно, если угол, противолежащий стороне 4 см, больше 60°, то сумма 
углов треугольника больше 180°, противоречие, ведь сумма углов тре-
угольника равна 180°, следовательно, угол, противолежащий стороне 4 см, 
не может быть больше 60°. 

С-8. 
1. Пусть стороны параллелограмма равны a и b, а острый угол равен α, то-

гда по теореме косинусов диагонали равны α−+ cos222 abba  и 

)cos(222 α−π−+ abba = α++ cos222 abba , т.к. диагональ против ту-
пого угла больше. 

2. По теореме синусов 
P

AQ
Q

AP
A

PQ
sinsinsin

==  ⇒ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=∠ A

PQ
APQ sinarcsin , то-

гда ∠Р = 180° – ∠А – ∠Q ≈ 62°6′, а сторона 8
sin

sin
≈

⋅
=

A
PPQAQ см. 

С-9. 
1. Пусть у выпуклого пятиугольника четыре прямых угла, сумма всех уг-
лов выпуклого пятиугольника 180°(5 – 2) = 5400°, сумма четырех прямых 
углов 4 ⋅ 90° = 360°, следовательно, пятый угол равен 540° – 360° = 180°, 
что противоречит тому, что пятиугольник выпуклый. 
2. Сумма углов выпуклого n-угольника равна 180°n – 360°, сумма его 
внешних углов 180°n – (180°n – 360°) = 360°, следовательно, 
180°n – 360° = 360° + 720°; 180°n = 1440°; n = 8. 
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С-10. 
1. Радиус вписанной окружности является высотой треугольника, состав-
ленного из стороны восьмиугольника и двух радиусов описанной окруж-
ности, проведенным к концам этой стороны, угол при вершине этого рав-

нобедренного треугольника равен °=
° 45

8
360 ,  

220322cos2
2

45cos +=′°⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ °

⋅== Rrh см. 

2. 
 
∆РBQ ∼ ∆ABC по 2-му признаку ⇒ MN||AC 

и BF = FO =
2
R  ⇒ 

⇒ MN = 2FN = 

= RRRR 3
2
32

4
2

2
2 =⋅=− = 33 см. 

С-11. 

1. R =
3
см 34

2
32

4
60sin2

=
⋅

=
°

a . 
3

2
32

4
==r см, тогда длина описан-

ной окружности 
3

38
3

3422 π
=⋅π=π= RL см, а длина вписанной окруж-

ности 
3

34
3

222 π
=⋅π=π= rl см. 

2. ∆MBN = ∆NCP = ∆PDQ = ∆QAM по 2-м катетам ⇒ 
⇒ MN = NP = PQ = QM ⇒ MNPQ — ромб 
∠BNM=∠CNP = 45° ⇒ ∠MNP = 90° ⇒ MNPQ — квадрат. 

Пусть BC = a, тогда MN =
2
2a  ⇒ r1 = 2

a , а r2 = 4
2a  ⇒ 

⇒ 2
2

1 =
r
r , а aR 21 =  и aaR ==

2
222  ⇒ 2

2

1 =
R
R . 

С-12. 
1. 

∠A =
5

3180
5

)25(180 ⋅°
=

−° = 108° = ∠D ⇒ 

⇒ ∠OAE = ∠OEA = 180° – 108° = 72° ⇒  
⇒ ∠O = 180° – 2 ⋅ 72° = 36°. 

N

M

DA

B C

O
P

Q

F

L

О

A

B

CD

E

N

M

DA

B C

P

Q



 18 

По теореме косинусов из ∆BOD получаем, что d2 = 2a2 (1 – cos36°), где  

LD = OB = OD = a, следовательно, 
)36cos1(2

2
2

°−
=

da , теперь из ∆OLD по 

теореме косинусов получаем, что 

DLDODLDODOL ∠⋅⋅−+= cos222 =
°−
°−

=°−
36cos1

108cos1)108cos1(2 2 da . 

2. Пусть r — радиус окружности, тогда 4
360
2402 =

°
°

⋅πr  ⇒ 
π

=
3r м. 

По теореме косинусов из треугольника, образованного хордой и радиуса-
ми, проведенными к ее концам, находим длину хорды 

π
==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=°−°⋅⋅−+=

333
2
112)240360cos(222 rrrrrrl м. 

С-13. 
1. Пусть высота равна x, тогда сторона равна 3x ⇒ S = 3x2 ⇒ 

⇒ x =
3
48

3
=

S = 4 ⇒ высота равна 4 см, а сторона 3х = 3 ⋅ 4 = 12 см. 

2. 1 способ: см. Вар. 2.  2 способ: постройте одну из высот, измерьте ее и 

воспользуйтесь формулой S =
2
1 a ⋅ h, где а — сторона, на которую опуще-

на высота, а h — высота. 
С-14. 

1. AB = BD = AD ⋅ cos45° = =⋅
2
210 25  ⇒ 

BH = BD ⋅ cos45° =
2
225 ⋅ = 5 см ⇒ 

⇒ S =
2
1 BH(AD + BC) =

2
1
⋅ 5(10 + 20) = 75 cм2. 

2. 1 способ: см. Вар. 2. 
2 способ: постройте середины боковых сторон, проведите среднюю линию 
трапеции и высоту к одному из оснований, измерьте их и воспользуйтесь 

формулой S =
2
1 s ⋅ h, где s — средняя линия, а h — высота. 

С-15. 
1. Т.к. S(BOC) = S(ABCD), то S(AOD) = 2S(BOC), 
т.к. ∆BOC ∼ ∆AOD по двум углам (∠AOD — общий, 
∠ОСВ = ∠ODA как соответственные при пересечении па-
раллельных прямых ВС и AD секущей OD),  

k2 =
2
1

)(
)(
=

AODS
BOCS ; k =

AD
BC

=
2

1 , где k — коэффициент подобия. 

H DA

B C

О

A

B C

D
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2. ∆ABC ∼ ∆MBN (см. предыдущую задачу), а k =
5
3  ⇒ 

⇒ S(∆ABC) =
9
25 S(∆MBN). 

S(AMNC) = S(ABC) – S(MBN) =
9

16 S(MBN) ⇒ 

⇒ S(AMNC) – S(MBN) =
9

16 S(MBN) – S(MBN) =
9
7 S(MBN) = 69 ⇒ 

⇒ S(MBN) =
7

969 ⋅ см2 ⇒ S(ABC) = 4,246
7

969
9
25

≈
⋅

⋅ .см2 

С-16. 

1. r =
2

3
32

3

3
3

2
 tg30

2 aa
aa

===
°

 ⇒ 
π

=
π

=
π

⋅
=

32

4
3

4
36

4
36

2

2

2

2

к

6
a

a

r

a

S
S . 

2. ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
π−=π⋅−⋅=′

3
2

2
33

3
12

4
36 22

2
aaaS . 

С-17. 
1. S(AOD) = S(ADB) – S(AOB) = S(ACB) – S′(AOB) = S(COB), данное равен-
ство выполняется, т.к. S(ADB) = S(ACB). 
В задаче использовался результат, полученный в Вар. 2. С-17.1. 
2. Пусть BP = BQ = CQ = CR = x, 
тогда PA = AS = SD = DR = 3 – x ⇒ CB = 2x,  

AD = 6 – 2x ⇒ S = (2x + 6 – 2x) ⋅ 
2
1 h = 6 ⇒  

⇒ h = 2 см ⇒ r =
2
h = 1 см ⇒ S0 = πr2 = π см2. 

В

A

М N

C

S

P

Q

R

DA

B C
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Дифференцированные задания 

Д-1. 
1. Т.к. при подобии равные отрезки переходят в равные, а углы сохраня-
ются, то ромб переходит в ромб. 
2. Гомотетия является преобразованием подобия ⇒ см. п. 1. 
3. Проведите биссектрису одного из углов, затем к ней серединный пер-
пендикуляр. Точка его пересечения со сторонами треугольника, а также 
концы биссектрисы — вершины искомого ромба. 
4. Пусть дан ∆ABC. Из вершины B проведите луч, составляющий со сторо-
ной BC угол, меньший 60°. Пусть этот луч пересекает сторону AC в точке 
D. На отрезке BD постройте равносторонний треугольник BDF. Проведите 
серединный перпендикуляр FH. Пусть он пересекает сторону BC и точке 
M. Через точку M проведите прямые, параллельные FB и FD. Точки их пе-
ресечения со сторонами треугольника ABC соедините. 

Д-2. 
1. 1) Т.к. AB||NP, то ∠A = ∠NPC, т.к. AC||MN, то ∠NPC = ∠MNP ⇒ 
⇒ ∠A = ∠MNP. Аналогично, ∠C = ∠NMP ⇒ ∆ABC ∼ ∆NPM по 1-му при-
знаку. 

2) По п. 1. ∠A=∠MNP и 
2
1

==
AB
NP

AC
MN

⇒ ∆ABC∼∆NPM по 2-му признаку. 

3) 
2
1

===
BC
MP

AB
NP

AC
MN

⇒ ∆ABC ∼ ∆NPM по 3-му признаку. 

2. Пусть сторона ромба равна x. Т.к. NP||AB, то  
∠A = ∠NPC ⇒ ∆ABC ∼ ∆PNC по 1-му признаку ⇒ 

⇒ 
BC
NC

AB
NP

=  ⇒ 
a

xa
c
x −
=  ⇒ 

⇒ ax = ca – cx ⇒ x =
ca

ac
+

. Аналогично можно по-

лучить 
cb

bcx
+

=  и 
ba

abx
+

=  (если одна из вершин ромба совпадает с дру-

гой стороной треугольника). 
Дополнительный вопрос:  
через точку А проведем прямую АР так, чтобы АР = АВ; 
пусть АР пересекает биссектрису BN в точке Р, тогда  
∠ANP = ∠BNC как вертикальные, ∠АВР = ∠ВРА = ∠РВС, 
поскольку ∆РАВ — равнобедренный, а ВР — биссектриса 
угла АВС, следовательно, ∆ANP∼∆CNB по 1-му признаку, и 

BC
AB

BC
AP

AC
AN

== . 

N
M

PA

B

C

Р

В

A N
C



 21 

Д-3. 

1. По теореме Пифагора 1086 2222 =+=+= BCACAB см. 

CD =
AB

CABC ⋅ = 4,8 см. 

2. Т.к. BC2 = BD ⋅ BA, то BD =
BA

BC2
= 6,4 см ⇒ 

⇒ DE =
8

8,44,6 ⋅
=

⋅
BC

DCBD = 6,4 ⋅ 0,6 = 3,84 см. 

3. Т.к. BD2 = BE ⋅ BC, то BE = ==
8
4,6 22

BC
BD  0,8 ⋅ 6,4 ⇒ 

⇒ EF =
4,6

4,66,04,68,0 ⋅⋅⋅
=

⋅
BD

EDBE = 3,072 см. 

4. BD =
22

22

ba

a
BA

BC

+
= , CD =

22 ba

ab

+
 ⇒ 

⇒ ED =
)()( 22

2

22

3

ba
ba

aba
ba

+
=

+
 ⇒ BE =

)()( 22

3

22

42

ba
a

aba
a

BC
BD

+
=

+
= , 

а EF = 222

223

2222

2223

)()( ba
baba

aba
babaa

BD
EDBE

+
+

=
⋅+
+⋅

=
⋅  ⇒ 

⇒ BF = =
+

+−+
522

222262226

)(
)()(

ba
bababaa  

= =
++

=
+

−+
22

2

22

3

322

26226

)(
)(

ba
a

ba
a

ba
babaa

)()( 2222

4

baba

a

++
 ⇒ 

⇒ FD = BD – BF =
2222

22

2222

4224

)()(

)(

baba

ba

baba

abaa

++
=

++

−+ . 

Д-4. 
1. Т.к. ∠B = ∠D и ∠BAC > ∠DAC, то ∠DCA > ∠BCA. 
2. AD и BC пересекаются, т.к. при указанных условиях луч AD пересекает 
BC, а луч CB пересекает AD. 
3. По п. 2. KM и LN пересекаются ⇒ K и M лежат по разные стороны от LN. 
4. Обозначим как в предыдущей задаче, т.к. вписанные углы K и M опи-
раются на дуги, сумма градусных мер которых равна 2π, то сумма самих 
углов равна π. Аналогично и для углов L и N. 

Д-5. 
1. ∠B = 180° – 45° – 70° = 65° ⇒ ∠B < ∠C ⇒ AC < AB (т.к. в треугольнике 
против большего угла лежит большая сторона). 

F

E D

A

B

C
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2. Т.к. ∠BDA = ∠CBD, и ∠ABD > ∠CBD, то ∠ABD > ∠BDA ⇒ 
⇒ AD > AB ⇒ BC > AB (т.к. BC = AD). 
3. 

M

K

A

B

C

 

Построим ∆CMK = ∆AMB, тогда ∠MKC = ∠ABM ⇒ 
⇒ ∠MKC>∠MBC ⇒ BC>CK, но CK=AB ⇒ CB > AB. 

4. 

N

M

A

B

C  

Очевидно, что радиус описанной окружности 
около ∆MBN меньше радиуса описанной ок-
ружности около ∆ABC ⇒ по теореме синусов: 

B
MN

B
AC

∠
>

∠ sin2sin2
⇒ AC > MN, но AC не 

больше наибольшей стороны ⇒ ч.т.д. 

Д-6. 
1. По теореме косинусов BC2 = BD2 + DC2 + 2BD ⋅  
⋅ DC ⋅ cos∠BDA, 
а AB2 = BD2 + AD2 – 2BD ⋅ AD ⋅ cos ∠BDA ⇒  
⇒ BC2 – AB2 = DC2 – AD2 + 4 ⋅ BD ⋅ AC ⋅ cos∠BDA ⇒ 

⇒ cos∠BDA =
ACBD

ADDCABBC
⋅

−−−
4

)()( 2222
= 

= =
⋅

−−−
ACBD

ADABDCBC
4

)()( 2222
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅

⋅
−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅

⋅
1

4
1

4 2

22

2

22

AD
AB

ACBD
AD

DC
BC

ACBD
DC  

= 0)(
4

11 22
2

2
>−⋅

⋅
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− ADDC

ACBDDC
BC

⇒∠BDA — острый⇒∠BDC — тупой. 

2. Поскольку DC > AD, то DCADDCAC
<

+
=

22
, следовательно, середина 

стороны АС принадлежит лучу DC. 
3. Обозначения как в предыдущей задаче. Пусть ВМ — медиана, тогда из 
∆BMD, из того, что ∠BDM — тупой, следует, что ∠BMD — острый и 
∠BMD < ∠BDM, а в треугольнике против большего угла лежит большая 
сторона, значит, BM > BD. 
4. Обозначения как в предыдущей задаче. Пусть ВН — высота. Точка Н 
принадлежит лучу DA, т.к. если бы она принадлежала лучу DC, то в ∆BHD 
сумма углов ∠BHD + ∠BDH > 180°, что противоречит теореме о сумме 
углов треугольника (∠BHD = 90°, ∠BDH — тупой, т.е. ∠BDH > 90°), сле-
довательно, точка D лежит между точками H и М (точка М лежит на луче 
DC по предыдущей задаче). 

DA

B

CH M



 23 

Д-7. 
1. Т.к. по свойствам треугольника A1A2+A2A3>A1A3, то 
A1A2 + A2A3 + A3A4 > A1A3 + A3A4. Ч.т.д. 

A1

A2
A3

A4  
2. см. п. 1. А1В + ВА2 > A1A2 и A2C + CA3 > A2A3 ⇒ 
A1B + BA2 + A2C + CA3 > A1A2 + A2A3. B C

A1

A2

A3  
3. см. п. 1. A1B2 < A1B1 + B1B2, A1A2 < A1B2 + B2A2, 
A2B4 < A2B3 + B3B4, A2A3 < A2B4 + B4A3 ⇒ 
⇒ A1A2+A2A3 < A1B1+B1B2+B2A2 + A2B3 + B3B4 + B4A3. 
4. Можно, т.к. A1A2 строго меньше, чем A1B1 + B1B2 
+ B2A2 и A2A3 строго меньше, чем A2B3 + B3B4 + B4A3. 

B1

A1

A2

A3

B2 B3

B4

 
Д-8. 

1. Т.к. ∆ABC = ∆CDE = ∆EFG = ∆GAP по 1-му признаку, то 
AC = CE = EG = GA ⇒ AGEC — ромб. 

∠A = ∠B =
8

6180 ⋅° = 135° ⇒ ∠HAG = ∠BAC =
2

135180 °−° = 22,5° ⇒ 

⇒ ∠GAC = 135° – 2 ⋅ 22,5° = 90° ⇒ ACEG — квадрат. 
2. Пусть точка O — центр описанной окруж-
ности ⇒ AO = OC = OG = ОЕ ⇒ ∆AOC = 
= ∆COE = ∆EOG = ∆GOA ⇒ 
⇒ AC = CE = EG = GA и ∠AOC =  
= ∠AOG ⇒ ∠AOC = 90° ⇒ 
⇒ AGEC — квадрат. 

F

D

G

В

A

E

C

P
O

 
Д-9. 

1. Т.к. угол при основании равен 75°, то угол против него —  

180° – 2 ⋅ 75° = 30° ⇒ S =
2
1
⋅ 22 ⋅ sin30° =

2
1
⋅ 4 ⋅

2
1 = 1 см. 

2. Угол при основании равен (180° – 60°) : 2 = 60° ⇒ треугольник равно-

сторонний ⇒ S = 2
4
3 a . 

3. В равнобедренном треугольнике высота, проведенная к основанию, яв-
ляется медианой, тогда по теореме Пифагора высота, проведенная к осно-

ванию, равна 5)2:24(13 22 =−  см ⇒ S =
2
1
⋅ 5 ⋅ 24 = 60 см2. 
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4. S=5⋅6⋅sinα ⇒ sinα =
5
4

30
24

=  ⇒ cosα =
5
3  ⇒ по теореме косинусов диаго-

нали равны 
5
356256 22 ⋅⋅⋅−+  и 

5
356256 22 ⋅⋅⋅++ , или 5 см и 97 см. 

Д-10. 
1. S = 4 ⋅ 6 ⋅ sin150° = 12 см2. 

2. Из подобия треугольников AMF и ABC, а также 
CFN и CAD следует, что BC = 6 см, AD = 14 см ⇒  

⇒ AH = KD =
2
1 (AD – BC) = 4 см ⇒ 

⇒ по теореме Пифагора  

BH = CK = 2222 45 −=− AHAB = 3 см ⇒ 

⇒  S =
2
1 ВН ⋅ (АD + ВС) =

2
1
⋅ 3(14 + 6) = 30 cм2. 

3. S(ABCE) = BС ⋅ CK = 3CK;  (1) 

S(ECD) =
2
1 ED ⋅ CK. 

Из (1) ⇒ CK =
BC

ABCES )(  ⇒  

⇒ S(ECD) =
BC

EDABCES
2

)( ⋅  ⇒ 2BC=ED⇒ED=6 см. 

4. Высота трапеции равна 4sin30° = 2 см; BC + AD = 
= AB + CD = 8 см. (по свойствам описанных четырех-

угольников) ⇒  S =
2
1
⋅ 8 ⋅ 2 = 8 см2. 

 
 
 

Д-11. 

1) 
3
1

2
1

3
2

)(
)(

1

1

1

1 =⋅=
⋅
⋅

=
ACAA
ABAO

CAAS
AOBS , 

но S(AA1C) =
2
1 S(ABC) ⇒ S(AOB) =

6
1 S(ABC). 

Аналогично S(BOA1) = 6
1 S(ABC) ⇒  

⇒ S(AOB1) = S(BOA1). Ч.т.д. 

2) 1
2
1

1
2

)(
)( 1

11

1

1

1 =⋅=⋅=
⋅
⋅

=
OB
OB

OA
AO

OABO
OBAO

BOAS
AOBS  ⇒ S(AOB1) = S(BOA1). Ч.т.д. 

N

H DKА

M

B C

F

E DKА

B C

S

P

Q

R

DA

B C

O

A C

B

A1

B1
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Дополнительное задание. 

S(BOC1)= 6
1 S(ABC)=S(BOA1) = S(A1OC) ⇒ S(AC1C) =

2
1 S(ABC) и S(CC1B) = 

 =
2
1 S(ABC) ⇒ точки C1, O и C лежат на одной прямой ⇒ медианы пересе-

каются в одной точке. 

Д-12. 

1. S′кольца = 2
1
π ⋅∠AOB(R2 – r2) =

2
3
π∠AOBr2,  

т.к. 
2
Rr = .  S′′сектора = 2

1
π∠AOBr2 ⇒ 

S
S
′′
′

= 3. Ч.т.д. 

2. По формуле для площади круга и треугольника 
имеем: 

S = Sсектора АОВ – S∆AOB = AOBRAOBR ∠⋅−∠⋅
π sin

22

2
2 . 

3. Т.к. радиусы окружностей равны, то 
 ∆AO1O2 и ∆BO1O2 — равносторонние ⇒ 
 ∠AO1O2 = ∠BO1O2 = ∠AO2O1 =  
= ∠BO2O1 = 60° ⇒ 
⇒ Sфигуры = 4Sсектора АО1О2 – S(AO1O2) = 

= ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−π=⋅−π⋅

2
3

3
2

4
32

6
14 222 RRR . 

4. По теореме Герона 

S = 1692045 ⋅⋅ = 4⋅9⋅2⋅5 = 360 ⇒ R =
S

abc
4

=
8
118

104
2925

3604
362925

=
⋅
⋅

=
⋅

⋅⋅ см; 

r =
45

360
=

P
S = 8см. ⇒  S = π(R2 – r2) = π

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 2

2

8
8
118 ≈ 264,5 см2. 

Дополнительные задачи 
Задачи к §11 

1. Т.к. преобразования обратные к гомотетии также являются гомотетией, 
а, следовательно, преобразованиям подобия, то преобразование обратное к 
преобразованию подобия, также является преобразованием подобия. 

2. Пусть C и D — точки деления и пусть k
OD
OB

OC
AO

== , тогда при гомоте-

тии с центром в точке O с коэффициентом равным k прямая CD перейдет в 
AB ⇒ CD||AB. 

ВA

O

A

B

O2O1
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3. 1) Проведите произвольный отрезок CD, соединяющий стороны угла. 
Разделите его в отношении 1:2, затем через точку M проведите параллель-
ный ему искомый отрезок AB. 
2) Для одной из сторон угла постройте гомотетичный ей луч с центром 
гомотетии в точке М и коэффициентом гомотетии равным данному. Затем 
полученную точку пересечения луча соедините со второй стороной угла с 
точкой M. 
4. А1В1 ⊥ ОМ1. 
Из свойств касательных, проведенных из од-
ной точки следует, что 
СК = А1К + А1М1 и CL = B1L + B1M1, но поэто-
му же свойству 
CK = CL ⇒ A1K + A1M1 = B1L + B1M1 ⇒  
⇒  CA = AC1 = CB + BC1, т.к. ∆АСС1 ∼ ∆А1СМ1 
и ∆С1СВ ∼ ∆М1СВ1 по 1-му признаку, т.к. А1В1||AB. 
5.  
1)  

B C

K

A

E

D

М

N
 

AD||BC ⇒ ∆BEC∼∆AED, значит ЕM и ЕN 
— медианы 2-х подобных треугольни-
ков ⇒ они лежат на одной прямой. 
∆BKC∼∆DKA ⇒ MK и KM — медианы 
2-х подобных треугольников ⇒ они ле-
жат на одной прямой ⇒ точки E, M, K, 
N — лежат на одной прямой. 

2) 

N

MB C

A

O

D  

AD || BC ⇒ ∆AOD — прямоугольный ⇒ 

⇒ON =
2
1 AD =

2
1 a. Аналогично, 

OM =
2
1 b ⇒ MN =

2
1 (a – b). 

6. Из подобия следует, что ∠САС1 = ∠СВС1 ⇒ треугольник АВС — равно-
бедренный с основанием АВ, и чтобы получить подобные треугольники 
нужно провести биссектрису ∠С. 
7. Пусть ∆AMC ∼ ∆CMB ⇒ AM = CM, но АМ = ВМ, т.к. СМ — медиана ⇒ 
∆АСМ и ∆ВСМ — равнобедренные, но из подобия следует, что  
∠АМС = ∠ВМС ⇒ ∆АМС = ∆ВМС по 1-му признаку — противоречие. 
Пусть ∆АМС ∼ ∆ВСМ ⇒ ∠АМС = ∠ВСМ ⇒ АВ||CB — противоречие. 
Пусть ∆АСМ ∼ ∆ВСМ ⇒ ∠АСМ = ∠ВСМ ⇒ СМ — медиана ⇒ ∆АВС — 
равнобедренный ⇒ ∆АСМ = ∆ВСМ — противоречие. 

А1
К L

М

C

ВA

O

В1

С1

М 1
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8. Пусть ∠A=∠C=2α ⇒ ∠ADC = π – 3α, а ∠B = π – 4α. 
Т.к. ∆ABC — равнобедренный, то подобный ему тоже ⇒ 
⇒ либо α = π – 3α либо α = π – 4α. 

Если α = π – 3α, то α =
4
π  ⇒ 2α =

2
π  ⇒ треугольник вы-

рождается в отрезок. Если α=π–4α, то α=
5
π , а 2α= °=

π 72
5

2  ⇒ искомые 

углы 72°, 72°, 36°. 
9. Т.к. ∠A = ∠C, то ∆AMC∼∆ВNА по признаку подобия 
прямоугольных треугольников. 
 
10. ∠АНВ1 = ∠ВНА1 ⇒ ∠НАВ1 = ∠НВА1 ⇒  
⇒ ∆АНВ1 ∼ ∆ВСВ1 ⇒ 

⇒ 
1

1

1

1
BB
AB

CB
HB

=  ⇒ В1Н ⋅ ВВ1 = СВ1 ⋅ АВ1. 

Т.к. ∠АНВ1 = ∠ВНА1 ⇒ ∠НАВ1 = ∠НВА1 ⇒  
⇒  ∆ВА1Н ∼ ∆АА1С ⇒ 

⇒ 
1

1

1

1
АА
ВА

СА
HА

=  ⇒ А1Н ⋅ АА1 = ВА1 ⋅ А1С. Ч.т.д. 

11. Отношение другой стороны угла к диагонали является синусом угла 
между стороной и диагональю. Постройте угол по его синусу, затем через 
концы одной стороны проведите перпендикуляры и отложите этот угол от 
данной стороны. Через точку его пересечения с одним из перпендикуляров 
проведите прямую, параллельную данной стороне. 
12. Из подобия треугольников, отсекаемых высотами, следует, что 

b

a
h
h

a
b
=  и 

c

a
h
h

a
c
= , поэтому сначала постройте треугольник A1B1C1, подоб-

ный искомому, со сторонами a1, b1, c1, где 
b

a
h
hab 1

1 = , 
c

a
h
hac 1

1 = , а a1 — 

произвольный отрезок, а затем ∆ABC с коэффициентом подобия 
1

1
a
b . 

13. По свойству касательных: 
P(CMN) = CM + MN + NC = CM + MP + PN + NC = 
= CM + MR + SN + CN = CR + CS = (AC – AQ) +  
+ (CB – BQ) = AC + CB – AB = b + a – c; 
∆CMN∼∆CAB по двум углам (∠САВ = ∠CMN,  
∠CBA = ∠CNM, как соответственные при пересече-
нии MN||AB секущими АС и ВС)  

⇒ MN =
cba
cbaс

++
−+

⋅ . 

 

D

A

B

C

A

B

C

M

N

A

B

C

A1

B1

Н

B

N

Q

C

S

MA
P

R
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14. 
Т.к. DE||AB, то ∠DKA = ∠KAB,  
a ∠EKB = ∠ABK ⇒ DK = DA и KE = EB ⇒  
⇒P(DCE)=a+b. ∆ACB∼∆DCE ⇒  

k =
cba

ba
++

+  ⇒ DE =
cba

baс
++

+
⋅ . 

15. По свойству биссектрисы 
a
b

BC
AC

=
1

1 , т.к. АС1 + С1В = АВ = с, то 

АС1= ba
cb
+

. АК — биссектриса ∆АС1С⇒ ba
c

b
ba

cb

AC
AC

KC
KC

+
=+== 11 . Ч.т.д. 

16. По задаче 15: 
a

cb
KA
AK +

=
1

, 
b

ca
KB
BK +

=
1

 ⇒ 
a

cb
b

ca +
=

+  ⇒ 

⇒ a2+ac–b2–bc=0 ⇒ (a+b)(a–b)+c(a–b)=0 ⇒ (a–b)(a+b+c) = 0 ⇒ a=b.  Ч.т.д. 
17. Т.к. C1D||AC, то ∠DC1C = ∠C1CA =  
= ∠C1CD ⇒ C1D = DC и 

∆ABC∼∆C1BD ⇒ 
AB

BC
AC

DС 11 = , по свойству биссек-

трисы  
AC

AC
BC

BC 11 =  ⇒ 
AC
BC

AC
BC
=

1

1  ⇒  

⇒
AC

ACBC
AC

AB +
=

1
 ⇒ 

ACBC
ACABAC

+
⋅

=1  ⇒ C1B =  

= AB – =
+
⋅

=
+
⋅

BCAC
BCAB

ACBC
ACAB C1D = DC=

ba
ab

BCAC
BCAC

AB
BCAC

+
=

+
⋅

=
⋅ 1 . 

18. Т.к. ∠BAC=∠ABE и AD||BE, то ∠BAC=∠BAD ⇒ 
⇒ AB — биссектриса ∆ACD. Пусть AD = x ⇒ по задаче 

17:  
xb

bxAE
+

= , 
xb

bAEbEC
+

=−=
2

. 

Т.к. ∆CBE∼∆CDA, то 
b
x

CE
AE

BC
BD

==  ⇒ BD =
b
ax . 

По теореме Пифагора: AD2 + CD2 =  x2 + 2
2

b
b
axa =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  ⇒ 

22

22

ab
abbx

+
−

=  ⇒ 

По теореме Пифагора для ∆ABD: c2 = AD2 + BD2 =  

= x2 +
)(

)(1 22

222

22

22

2

2

2

22

ab
ab

ab
abb

b
a

b
xa

+
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=  ⇒ c2(b2+a2)=(b2–a2)2.  Ч.т.д. 

19. Пусть BD — биссектриса ∆АВС, тогда ∆BDC∼∆ABC ⇒ 
a
b

BD
c

CD
a

== , 

b
aCD

2
= , BD =

b
ac .  Т.к. ∠BAD=∠DBA ⇒ BD = AD = b – CD ⇒ b2– a2 = ac. 

KD
B1 A1

A

C

B

E

C1 D

A

B

C

D

A

B C

E
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20. По свойствам касательных AE = AC = m и  
FB = BC = n ⇒ 

⇒ EF = mnnmnm 2)()( 22 =−−+  (т.к. EF⊥a и b). 
21. Т.к. треугольники подобны, то a = ka1, b= kb1,  
c= kc1 ⇒  по теореме Пифагора a2 + b2 = c2 ⇒ 
⇒ aka1 + bkb1 = ckc1 ⇒ aa1 + bb1 = cc1. 
22. 
∠CBA = ∠CEA, т.к. они опираются на одну дугу ⇒ 

⇒ ∆ADB∼∆ACE ⇒ 
AE
AB

AC
AD

=  ⇒ 
R
ACABAD

2
⋅

= . 

 
23. По предыдущей задаче 

R
MBAMHM

2
⋅

= . Т.к. расстояние от точки М ок-

ружности радиуса R до касательной, проведен-

ной в точке А, равно 
R

AM
2

2
, то 

KMRAM ⋅= 2 , MLRBM ⋅= 2  ⇒ 

⇒ KMML
R
MBAMHM ⋅=
⋅

=
2

. Ч.т.д. 

24. По задаче № 22. Пусть р(X, YZ) — расстояние от 
точки Х до прямой YZ, тогда 

ρ(M, AC) ⋅ ρ(M, BD) =
R
MDMB

R
ACAM

22
⋅

⋅
⋅ . Анало-

гично ρ(M, AB) ⋅ ρ(M, CD) = 24R
MDMCMBAM ⋅⋅⋅  и 

ρ(M, BC) ⋅ ρ(M, AD) = 24R
MCMBMDAM ⋅⋅⋅ . Ч.т.д. 

25. Точка A′ симметрична точке A относительно 
точки M, тогда A′K||K′A ⇒ ∠BKA′ =  
= 180° – ∠AXB. Постройте точку K, используя 
результаты, полученные в задаче № 58. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

F

A

B

C

E

D

A

B C

E
O

K

L

A

B

S
M

H

D

A

B

C

M

α

K
l

X

A

B

M K′

A′
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26. 

ω

a

A

QM

N1 P1

N P

ω1

Рассмотрим гомотетию с центром в 
точке A, переводящую окружность ω в 
окружность ω1. При этом N→N1, а 
P→P1 ⇒ P1N1||PN ⇒ ∠MAN1 =  
= ∠QAP1 ⇒ ∠MAN = ∠QAP. 

27. Т.к. ∠O1 + ∠O2 = 180°, то  
∠O1AC + ∠O1CA + ∠O2CB + ∠O2BC = 
= 180° ⇒ ∠O1CA + ∠O2CB = 90° ⇒  
⇒  ∠ACB = 90°⇒ точка С описывает окруж-
ность, диаметром которой является AB. 
 
 

28. Пусть ABC — данный треугольник (∠C = 90°). А точка O — вершина 
угла, в котором он скользит. 
Пусть ∠ABO = α, ∠CBA = ∠AOC, ∠ACO  = α, ∠COB = ∠CAB  
(т.к. ∠C = ∠O = 90° ⇒ можно описать окружность). 
∠COB = 180° – ∠OCB – ∠CBA – α = 180° (90° – α) – ∠CBA – α = 
= 90° – ∠CBA — не зависит от α ⇒ точка C движется по отрезку, прохо-
дящему через точку O. Пусть C(x; y), тогда 
x = 10cosα – 8cos(α + β), где β = ∠CBA, y = 8sin(α + β), тогда 

OC = =β+αα−+α )cos(cos16064cos100 2  

= =βα−βαα−+α )sinsincos(coscos16064cos100 2  

= =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α−αα−+α

5
3sin

5
4coscos160502cos50  

= =α+α−++α 2sin48cos12864502cos50 2 =α+−α− 2sin4814cos14 2  

= )2cos(5050 ϕ−α− , где 
25
7arccos=ϕ , ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ π

∈α
2

;0  ⇒ 

⇒ минимум OC достигается при α = 0 и равен 

6
25
75050 =⋅− , максимум при 

2
ϕ−π

=α  и равен 

105050 =+  ⇒ длина отрезка  равна 10– 6 = 4 см. 

C

A

O1
O2

B
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Задачи к §12. 
30.  
По теореме косинусов: 
AB2 = AC2 + BC2 – 2AB ⋅ BC ⋅ cos∠C 

а)AB2 = 9 + 16 – 2 ⋅ 3 ⋅ 4 ⋅
2
1 = 9  16 – 12 = 13; AB = 13 см. 

б)  

AB2=4+16 – 2 ⋅ 2 ⋅ 4 ⋅ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
1 = 4 + 16 + 8 = 28;   AB = 72 см. 

31.  
а) α = 45°, б) α = 60°, в) α = 90° 
По теореме косинусов:  BC2 = a2 + b2 – 2abcosα 

а) abbaBC 222 −+= ;  б) abbaBC −+= 22 ; 

в) 22 baBC += . 
32. По теореме косинусов 
BD2 = AB2 + AD2 – 2AB ⋅ AC ⋅ cos∠A 

BD2 = 4 + 9 – 2 ⋅ 3 ⋅ 2 ⋅
2
2 ;  BD = 2613−  см. 

33.  

а) cos∠A =
36
29

632
16369

2

222
=

⋅⋅
−+

=
⋅⋅
−+

ACAB
BCACAB ; 

∠A = arccos
36
29 . 

б) cos∠C =
48
43

462
91636

2

222
=

⋅⋅
−+

=
⋅⋅
−+

BCAC
ABBCAC ;   ∠C = arccos

48
43 . 

34.  
По теореме косинусов: 
BD2 = AB2 + AD2 – 2AB ⋅ AD ⋅ cos∠A ⇒ 

⇒ abbaBD 322 −+= ; 
AC2=a2+b2–a ⋅ b ⋅ 2cos150°, т.к. ∠BAD+∠ABC = 180° и 

∠BAD = 30° ⇒ ∠ABD = 150° ⇒ abbaAC 322 ++= . 
35.  
По теореме Пифагора AC2 = AD2 + CD2 ⇒ 

⇒ 54 22 aaaAC =+= ; 

BC2 = BD2 + CD2 ⇒ 109 22 aaaAC =+= . 
По теореме косинусов: 
AB2 = BC2 + AC2 – 2BC ⋅ AC ⋅ cos∠BCA ⇒ 

A C

B

A C

B

DA

CB

O

A C

B

DA

CB

O

DA

C

B



 32 

⇒ cos∠BCA = =
⋅
−+

ACBC
ABACBC

2

222

25
7

502
14

5102
510

2

222
==

⋅⋅⋅

−+

a
aaa  ⇒ 

⇒ ∠BCA = arccos
25

7 . 

36.  
По теореме косинусов 
BD2 = AB2 + AD2 – 2AB ⋅ AD ⋅ cos∠A 
BD2 = a2 + b2 – 2 а ⋅ b. 
Аналогично: AC2 = a2 + b2 + 2 ab 

AC2 ⋅ BD2 = (a2 + b2 – 2 ab)( (a2 + b2 + 2 ab) = 
= (a2 + b2)2 – 2a2b2 = a4 + b4 + 2a2b2 – 2a2b2 = a4 + b4. 
37.  
а) По теореме синусов  

°
=

° 30sin45sin
ACa  ⇒ 210

2
1

2
210

30sin
45sin

=
⋅

=
°
°⋅

=
ACa см. 

б) По теореме синусов 
°

=
° 135sin30sin

ABa  ⇒ 210
135sin

30sin
=

°
°⋅

=
ABa см. 

38. 

A C

B

 

а) По теореме синусов 
°

=
° 45sin30sin

aAC  ⇒ 

⇒ BCa ==
⋅

=
°
°⋅

= 25

2
1

2
25

30sin
45sin5 . 

Аналогично: 
°

=
° 30sin105sin

ACb  ⇒ ABb =°=
°⋅

= 105sin10

2
1
105sin5 . 

б) ∠ABC = 180° – ∠А – ∠С = 180° – 100° – 50° = 30°; 

По теореме синусов 
°

=
°

=
° 50sin100sin30sin

baAC  ⇒ 

a = 2sin100° = BC 
b = 2sin50° = AB 
 

DA

CB

O

A C

B
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39. 

По теореме синусов 
sin sin sin
AB BC AC

C A B
= =  ⇒ 

а) 80
sin

20
=

C
 ⇒ sinC =

4
1  ⇒ ∠C = arcsin

4
1 . 

По теореме косинусов AC2 = AB2 + BC2 – 2 AB ⋅ BC ⋅ cosB; 
AC2 = 400 + 1600 – 1600cosB. 

Т.к. 80
sin

=
B

AC  ⇒ AC = 80sinB. 

Подставляем: 6400sin2B = 6400 – 6400cos2B = 2000 — 1600cosB; 
64 – 64cos2B = 20 – 16cosB;  16 – 16cos2B = 5 – 4cosB; 

16cos2B – 4cosB – 11 = 0;  cosB =
8

531
32

5124 ±
=

± , т.к. ∠А и ∠С — ост-

рые, то ∠В — тупой ⇒ ∠B = arccos
8

531+ . 

Аналогично в б).  
Csin

30

2
2

40
=  ⇒ 240

2
80

sin
30

==
C

 ⇒ sinC =
24

3 . 

240
sin

=
B

AC  ⇒ AC = 240 sinB ⇒ 3200–3200cos2B=900+1600 – 2400cosB; 

32cos2B – 24cosB – 7 = 0; 

cosB =
16

1176
64

117424 ±
=

±  ⇒ ∠B = arccos
16

1176 − , т.к. 161176 <+ . 

40. Из ∆ABC по теореме синусов 

)sin()sin()sin( BCA
AB

BAC
BC

ABC
AC

==  

BC||AD ⇒ ∠BCA = ∠CAD (накрест лежащие) ⇒ 

⇒ ∠BCA = β ⇒ 
β

=
α

=
β+α sinsin)sin(

ABBCd  ⇒ 

⇒ BC =
)sin(

sin
β+α
αd ; AB =

)sin(
sin

β+α
βd . 

41. ∠BAD = ∠DAC, ∠BAD = α 

По теореме синусов 
γ

=
β

=
α sinsin2sin

ABACa  ⇒  

⇒ 
γ
β

=
sin
sin

AB
AC , т.к. AD — биссектриса ⇒  

⇒ 
β
γ

==
sin
sin

DC
BD

AC
AB  ⇒ 

β
γ

=
sin

sinDCBD  

A C

B

DA

CB

O

B

D

A C
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BD + DC = a ⇒ DC a=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
β
γ

+
sin
sin1  ⇒ 

⇒ 
β+γ

β
=

sinsin
sinaDC  ⇒ 

β+γ
γ

=
β+γ

β
−=

sinsin
sin

sinsin
sin aaaBD . 

Из ∆ABD и ∆ADC по теореме синусов:  
β

=
α sinsin

ADBD  

2
180 γ−β−

=α  ⇒ 
β

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ γ+β sin

2
cos

ADBD  ⇒ AD =
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ γ+β

β+γ

βγ

2
cos)sin(sin

sinsina . 

42. Пусть CB1 = x, BB1 = y, тогда по теореме Пифагора 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−

=+
222

222

)( cyxb

ayx
 ⇒ 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+−+

−=
22222

222

2 cxabxxb

xay
 ⇒ 

⇒ 
b

cbax
2

222 −+
= , следовательно, АВ1 = b – x =

b
acb

2

222 −+ . 

O
D

C1 A1

A

B

C
A2B1  

∆CBB1∼∆CA1A2 ⇒ A1A2 = 2
1 BB1 и  B1A2 = CA2 = 2

1 B1C =
b

cba
4

222 −+ . 

∆AA1A2∼∆AOB1 ⇒ 
)(2

1 222

222

1

211

1

2

1

21
acb
cba

AB
ABAB

AB
AA

OB
AA

−+
−+

+=
+

== . 

По свойству биссектрисы имеем: 

222
1

1

1

1 21
cba

ab
CB

CBBC
OB
BB

−+
+=

+
= , т.к. 

1

21

1

1 2
OB

AA
OB
BB

= , то 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+
−+

+=
−+

+
)(2

1221 222

222

222 acb
cba

cba
ab  ⇒ 222

2

222
22

acb
b

cba
ab

−+
=

−+
 ⇒ 

a(b2 + c2 – a2) = b(a2 + b2 – c2) ⇒ ab2 + ac2 – a3 – a2b – b3 + bc2 = 0, 
(a+b)(a2+b2–ab)–c2(a+b)+ab(a–b) = 0,  (a+b)(a2 + b2 – c2 – ab) + ab(a – b) = 0, 
(a + b)(a2 + b2 – c2) + ab(a – b) – ab(a + b) = 0,    (a + b)(a2 + b2 – c2) = 2ab2. 
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43. AK = KB по свойству касательных.  
По теореме синусов из 

∆AOC:
CAO

CO
ACO

AO
AOC

AC
sinsinsin

==  и из 

∆BOD: 
BDO

OB
OBD

OD
BOD

BD
sinsinsin

== ; 

sinAOC =
CO

CAOAC sin ; 

sinAOC =
OD

OBDBDsin  ⇒ 

⇒ 
CO

CAOAC sin =
OD

OBDBDsin . 

AC ⋅ OD ⋅ sinCAO = CO ⋅ BD ⋅ sinOBD; 
AK = KB ⇒ ∠KAB = ∠KBA ⇒ sinCAO = sinOBD. Ч.т.д. 
44. Пусть CD = x, AC = CB = a, ∠A = ∠B = α, 
тогда по теореме косинусов:   x2 = a2 + AD2 – 2a ⋅ AD ⋅ cosα; 
x2 = a2 + BD2 – 2a ⋅ BD ⋅ cosα; 
a2 = a2 + (AD + BD)2 – 2a(AD + BD) ⋅ cosα. 
Сложим первые два и вычтем третье уравнение, получим: 
2x2 + a2 =3a2+AD2+BD2–(AD + BD)2–2a⋅cosα(AD + BC– AD – BD) ⇒ 
2x2 = 2a2 – 2AD ⋅ DB ⇒ CD2 = AC2 – AD ⋅ DB.  Ч.т.д. 
45. Пусть точка О — центр вписанной, а точка К — центр описанной ок-
ружности около ∆АВС. СМ — биссектриса. Для ∆МОС r2 = R2 – CK ⋅ KM 
(по задаче 44). В ∆МКВ 

∠MKB = ∠MBK =
2

CB ∠+∠  ⇒ MK = MB, но MB = 2Rsin
2
C∠ . 

Т.к. CK =

2
sin C

r
∠

, то d2 = R2 – 2Rr. 

46. Дано: ∆ABC, CC1 — биссектриса. 
Доказать: CC1

2 = CA ⋅ CB – AC1 ⋅ BC1. 
Доказательство: 
По теореме косинусов: 

из ∆ACC1: cos∠ACC1 =
1

2
1

2
1

2

2 CCAC
ACCCAC

⋅
−+ ; 

из ∆BCC1: cos∠BCC1 =
1

2
1

2
1

2

2 CCBC
BCCCBC

⋅
−+ . 

Т.к. CC1 — биссектриса ⇒ ∠ACC1 = ∠BCC1 ⇒  cos∠ACC1 = cos∠BCC1; 

1

2
1

2
1

2

1

2
1

2
1

2

22 CCBC
BCCCBC

CCAC
ACCCAC

⋅
−+

=
⋅
−+ ; 

K

B

A

O1

C O
D

C1

A

B

C
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0
2

1
2
1

22
1

2
1

2
=

⋅
⋅+⋅−⋅−⋅−⋅+⋅

BCAC
ACBCACCCACBCBCACBCCCBCAC ; 

CC1
2(BC – AC) = C1A2 ⋅ BC + BC2 ⋅ AC – C1B2 ⋅ AC – AC2 ⋅ BC в этом равен-

стве получим новые группировки, теперь 
CC1

2(BC – AC) = BC ⋅ AC(BC – AC) + (C1A2 ⋅ BC – C1B2 ⋅ AC) 

подставим в предыдущее уравнение
1

1
BC

ACBCAC ⋅
=  и 

1

1
AC

ACBCBC ⋅
=  (по 

свойству биссектрисы); 
CC1

2(BC – AC) = BC ⋅ AC(BC – AC) + C1B ⋅ AC1(AC – BC). 
Разделим на (BC – AC).   Получим: CC1

2 = BC ⋅ AC – C1B ⋅ AC1. 
47. Дано: ∆ABC, AA1 = lA, BC = a, AC = b, AB = c, 

pABBCAC
=

++
2

. 

Доказать: )(2 apbcp
cb

lA −
+

= . 

Доказательство: 
По формуле Герона ))()(( cpbpappSABC −−−=  

Также SABC = SABA1 + SACA1. Пусть ∠BAA1 = ϕ. 

Т.к. AA1 — биссектриса, то ∠BAA1 = ∠CAA1 = ϕ;   ϕ⋅⋅⋅= sin
2
1

1 aABA lcS ; 

SABC = ))()(()(sin
2
1 cpbpappcbla −−−=+ϕ⋅⋅ .  (1) 

Найдем sinϕ. 

По формуле из курса алгебры:   sin2ϕ =
2

2cos1 ϕ− ; 

cos2ϕ =
bc

acb
2

222 −+ , по теореме косинусов. 

sin2ϕ = =
−−

=
−+−

=

−+
−

bc
cba

bc
cabbcbc

acb

4
)(

4
2

2
2

1 22222
222

 

bc
cpbp

bc
cbacba

4
))((

4
))(( −−
=

−++−
= . 

Из (1) выразим lA:  )(2
sin)(

))()((2
apbcp

cbcb
cpbpapp

lA −
+

=
ϕ+

−−−
= . 

48. =
−+++

=
−

abc
acbacb

bc
app ))(()(  

2 2 2 2 1 (cos 1)
2

b c a bc A
abc abc
+ −

+ = + =  A C

B

B

А 1

A C
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2 ( )cos cos
2 2
A p p a A

bc
−

= ⇒ = . 

2 2 2
2 2 ( ) 4 2sin 1 cos 1

2 2 4
A A p p a bc b c a bc

bc bc
− − − + −

= − = − = =  

=
2 2 2 2 2( 2 ) ( ) ( )( ) ( )( )

4 4 4
a b c bc a b c a b c a b c p b p c

bc bc bc bc
− + − − − − + + − − −

= = = . Ч.т.д. 

49. Решение: 
1) Опустим высоту из вершины C — CH. 

Из ∆CBH: cosB =
a

CB ;  Из ∆CAH: cosA =
b

CA  

CB + CA = cosB ⋅ a + b ⋅ cosA;  (CB + CA = c). 
Аналогично, остальные два соотношения 
2) Выведем из этих соотношений теорему косинусов 
c = a ⋅ cosB + b ⋅ cosA;   c2 = a2 cos2B + 2abcosA ⋅ cosB + b2 cos2A; 
cos2B = 1 – sin2B; 
c2 = a2 + b2 – (asinB – bsinA)2 + 2abcosA ⋅ cosB – 2absinA ⋅ sinB, 

но asinB – bsinA = 0, т.к. по теореме синусов ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =

B
b

A
a

sinsin
.  

Далее  2ab(cosA ⋅ cosB – sinA ⋅ sinB) = 2abcos(A + B) = 2abcos(A + B) = 
= –2ab(cos(180 – (A + B))) = –2abcosC ⇒ c2 = a2 + b2 – 2abcosC.  Ч.т.д. 
50. Пусть ∠C — тупой. Тогда по теореме косинусов 
AB2 = AC2 + BC2 – 2AC ⋅ BC ⋅ cos∠C. 
Т.к. cos∠C < 0, то все слагаемые в правой части — положительны ⇒ левая 
часть больше любого из них ⇒ AB > AC и AB > BC. 
51. AB > AC = BC.   см. предыдущую задачу. 
52. AB = 15.   см. задачу 50. 
53. AC — большая сторона. Радиус окружности, опи-
санной около ∆AMN = r, около ∆ABC = R. R > r 

2sin 2sin
MN AC MN AC

B B
< ⇒ < . Ч.т.д. 

Т.к. AC — большая сторона ∠B > ∠A ⇒ sin∠B > sin∠A (MN < AC). 
54. 
DH = CK ⇒ DA ⋅ sin∠A = CB ⋅ sin∠B ⇒ 

⇒ 1
sin
sin

<
∠
∠

=
A
B

CB
DA , т.к. ∠B = ∠A и синус возрастает 

от 0° до 90° ⇒ DA < CB. Ч.т.д. 
55. Т.к. AC > BD и ∆AOB∼∆COB, то OC + OC ⋅ k > OD + OD ⋅ k ⇒ 
⇒ OC > OD, аналогично AO > OB. Ч.т.д. 
56. Рассмотрим трапецию  ABСD.   ∠A + ∠B = 180°, т.к. AD||BC, либо 
∠A = ∠B = 90°, либо один из углов тупой. 

B

H

A C

N

M

A

B

C

D

AB

C

K H
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∆ABD — прямоугольный, где AB — катет, BD — гипотенуза.  AB < BD. 
2) Пусть ∠B — тупой. 
Рассмотрим ∆ABC.  ∠B — тупой ⇒ AC — большая сторона ∆ABC. 
AB < AC 
57. Неверно. Рассмотрим трапецию ABCP, AD || BC, и BD ⊥ AD и BC. В 
данном случае BD < AB, DC, т.к. BD — перпендикуляр, а AB, DC — на-
клонные. 
58. CB > AC 
Решение: 
Т.к. точка M — центр описанной около ∆ABC окружности ⇒MC=AM=BM; 

∆AMC, ∆BMC — равнобедренные треугольники. 
∠MCA > 45°;   ∠MAC = ∠MCA, значит СВ > АС. 
59. Из того, что ∠A > ∠B + ∠C не следует,  что sin∠A > sin∠B + sin∠C 
Пример: ∠A = 150°, ∠B = 30° = ∠C. 

Задачи к §13. 
60. Доказать: AD ≤ (AB + BC + CD). 
По неравенству треугольника AC ≤ AB + BC; 
AD ≤ AC + CD ≤ AB + BC + CD. Ч.т.д. 
61. По неравенству треугольника: 
AC < AB + BC; 
AD < AC + CD < AB + BC + CD.  Ч.т.д. 

62. Т.к. сумма длин первых четырех сторон меньше длины пятой стороны, 
то не может. 
63. Нет, т.к. длина большей стороны равна сумме длин остальных сторон. 
Четырехугольник вырождается в отрезок. 
64. AB = 3 см, AC = 14 см, DB = 5 см, DC = 6 см. 
Т.к. AC = AB + BD + DC, то точки A, B, C, D лежат на одной прямой. 
65. По неравенству треугольника. 
PQ < PB + BQ;  RQ < RC + QC;  PR < AP + AR. 
Сложив эти неравенства, получим: 
PQ + RQ + PR < PB + BQ + QC + RC + AR + AP;  PPQR < PABC. Ч.т.д. 
66. Длина отрезка, соединяющего концы ломаной — кратчайшее расстоя-
ние между этими концами, значит любое другое расстояние между конца-
ми ломаной больше длины этого отрезка. Значит длина ломаной больше 
длины отрезка, соединяющего ее концы. 
67. Допустим, что прямая a не пересекает ни одну из остальных сторон че-
тырехугольника.  Значит, прямая a||BC, a||CD, a || AD. 
Значит, BC||CD||AD — противоречие. 
Значит, прямая a пересекает хотя бы одну из остальных сторон четырех-
угольника. 
68. Не может, т.к. любые две соседние вершины лежат по разные стороны 
от этой прямой. 
69. См. задачу № 68. 70.а) только одну, т.к. только одна вершина не явля-
ется соседней. 

D

A

C

B
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б) две, т.к. две вершины не являются соседними. 
в) три, т.к. три вершины не являются соседними. 
г) n – 3, т.к. n – 3 вершины не являются соседними. 
71. Т.к. диагоналей две (см. задачу № 70), то треугольников три. 
72. Т.к. диагоналей n – 3 (см. задачу № 70), то треугольников n – 2. 
73. Сумма углов в пятиугольнике 540°. Т.к. пя-
тиугольник симметричен относительно прямой 
l, то  ∠A = ∠E = 70°;  ∠B = ∠D 
Значит,  

∠B=
2

140140540
2

2540 °−°−°
=

∠−∠−° CA
= 130°. 

 
74. Сумма внутренних углов в выпуклом n-угольнике (n – 2)180°. 
Значит (n – 2)180° + x = 2250°;  (n – 2) ⋅ 180° = 2250° – x; 
2250° – x — кратно 180. 
Значит, x = 90°.  (n – 2)180° = 12 ⋅ 180°;  n – 2 = 12, n = 14. 
Ответ: 14. 
75. Сумма внутренних углов: (n – 2)180°. 
Сумма внешних углов: 180° ⋅ n – (n – 2)180° =180°n – 180° ⋅ n+ 360° =360°. 
Значит, один из внутренних углов равен: 468° – 360° = 108°. 
Т.к. внутренние углы равны, то 108° ⋅ n = (n – 2) ⋅ 180°; 
108° ⋅ n = 180° ⋅ n – 360;   360° = 72n;   n = 5. 
Ответ: 5. 
76. Сумма внешних углов выпуклого многоугольника: 360°. 
Если внутренний угол многоугольника острый, то соответствующий ему 
внешний угол — тупой. Значит, многоугольник не может иметь больше 
трех острых углов. 
77. 
∠AOD = 180° – ∠OAD – ∠ODA =  

= 180° –
22

CDABAD ∠
−

∠ = 

= 180° –
2

))(–360( BCDABC ∠+∠° =  

=180°–180° +
2

BCDABC ∠+∠
=

2
BCDABC ∠+∠ . 

D

A

B

C

O

 
78. Не обязательно. Пример — ромб. 
79. Будет. 
Из центра окружности проведем радиусы в точки касания. Соединим центр 
с вершинами многоугольника. Мы получим 2n треугольников. Эти тре-
угольники — прямоугольные и равны по гипотенузе и острому углу. Значит, 
стороны многоугольника равны. Значит, многоугольник правильный. 

A

B
C l

D

E

140°

70°
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80. Все диагонали в правильном многоугольнике равны. Сумма внутрен-
них углов: 540°. Значит, внутренний угол 108°. 
Найдем длину диагонали по теореме косинусов: 

)108cos1(2)108cos1(2108cos2 2222 °−=°−=°⋅−+ aaaaa . 
81. ∆ABC = ∆BCD = ∆CDE = ∆DEA = ∆EAB (по двум сторонам и углу меж-
ду ними). Значит, ∠CAB = ∠DBC = ∠ECD = ∠AEB = ∠ABE = ∠BCA = 
= ∠BDC = ∠CED = ∠EAD. 
Значит, ∆ABK = ∆BCL = ∆CDM = ∆DEN = ∆EAP (по стороне и двум при-
лежащим к ней углам) 
Значит, AK = BK = BL = LC = CM = MD = DN = EN = EP = AP. 
Т.к. диагонали равны, то PK = KL = LM = NM = PN. 
Т.к. ∆ABK = ∆BCL = ∆CDM = ∆DEN = ∆EAP, то 
∠AKP = ∠BLC = ∠CMD = ∠DNE = ∠EPA. 
Значит, ∠KPN = ∠PNM = ∠NML = ∠MLK = ∠ LKP. 
Значит, пятиугольник KLMNP — правильный. 
82. Пусть MC — сторона 8-угольника и пусть радиус окружности равен R. 

∠MOC =
7

360° ;  MC =
7

360cos22 23 °
⋅− RR ;  OA = R; OK = R; OB =

2
R ; 

BK =
2

3
4

2
2 RRR =− ;   MC – BK = =⋅−

°
−⋅

2
3

7
360cos12 RR  

= =−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ °
−

⋅=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ °
− 1

3
7

360cos12
2

2
3

7
360cos12  1,002 – 1 = 0,002. 

83. Пусть NP — сторона многоугольника и пусть радиус окружности ра-

вен R, тогда ∠NOP= °=
° 36

10
360  и NP = RR ⋅°−=°−⋅ 36cos2236cos12 . 

K

M

A B

O

 

∠AOB = °=
° 90

4
360 ;  AB = 222 RRR =+ ;  AK = R22 ; ∠BAO = 45°; 

OK = =⋅−=°⋅⋅⋅−+
2
224945cos2228 2222 RRRRRR  

= RRR 549 22 =−  ⇒ MK = KО – OM = )15( −R . 
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По теореме косинусов сторона правильного вписанного 10-угольника рав-

на )36cos1(2
10

360cos12 2 °−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ °
− RR = 

=
4

526
2

53
2

512
4

5112 −
=

−
=

+
−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
− RRRR = 

= RRR
2

15
2

15
4

1525
2

−
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
=

+− . Ч.т.д. 

84. Длина дуги α⋅
°

π
180

R . 

а) 
3
Rl π

= ; AB = R; 
3
π

=
AB
l ; 

б) 
2
Rl π

= ; AB = R 2 ; 
4
2

22
π

=
π

=
AB
l ; 

в) 
3

2 Rl π
= ;  AB = 3

2
122120cos2 222 RRRRR =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+=°⋅−+ ; 

9
32

33
2

33
2 π

=
π

=
⋅⋅

π
=

R
R

AB
l ; 

г) Rl π=
3
4 ; 3120cos2 222 RRRRAB =°⋅−+=  ⇒ 

33
4

33
4 π

=
π

=
R

R
AB
l ; 

д) 
3

5
6

10
18

30300
180

RRRRl π
=

⋅π
=

⋅π
=°⋅

°
π

= ; 

AB=R, т.к. ∠AOB=360° – 300° = 60°;  ∆AOB — равносторонний. 
3

5π
=

AB
l . 

85. а) пусть меньший угол x, больший 3х.   x + 3x = 360°; x = 90°, 
тогда 3х = 3 ⋅ 90° = 270°.    Ответ: 90° и 270°. 
б) меньший угол 5x, больший 13х.    5x + 13x = 360°; x = 20°. 
тогда 13х = 13 ⋅ 20° = 260°.   Ответ: 100° и 260°. 
в) меньший — x, больший 300° + х.  300° + 2x = 360°; x = 30°. 
тогда 300° + х = 300° + 30° = 330°.   Ответ: 30° и 330°. 

г) меньший x, больший y.   
⎩
⎨
⎧

°=+
°=−

360
90

xy
xy

  
⎩
⎨
⎧

°=
°=

135
225

x
y

 

Ответ: 135° и 225°. 

86. Длина дуги α⋅
°

π
=

180
Rl ;   °⋅

°
⋅π

= 60
180

5
1l  см =

3
5π  см. 

°⋅
°
π

= 60
180
9

2l  см = π3  см. 
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87. Длина дуги α⋅
°

π
=

180
Rl ; 

94,9
6

1914,3
60

191014,357
180

1014,3
≈

⋅
=

⋅⋅
=°⋅

°
⋅

=l см. 

88. l — длина дуги;   d — длина хорды;   R — радиус окружности. 

α⋅
°

π
=

180
Rl . 

а) 
4

3
20

15
180

135 RRRl π
=

⋅π
=

°
°⋅π

= .   Значит, 
π

=
3
4lR ,    

=+⋅=°⋅−=
2
222135cos22 22 RRRd  22

3
422 +⋅
π

=+
lR . 

б) 
3

4
6

8
180

240 RRRl π
=

⋅π
=

°
°⋅π

= .   Значит, 
π

=
4
3lR ; 

=⋅+⋅=°−°⋅−=
2
122)240360cos(22 22 RRRd

π
⋅

=
4
333 lR . 

89.  BC = 222 RRR =+ ; 
длина окружности: l = 2πR; 

2πR – 4R –
5
2 R = 

= =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −−π
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−π

5
22010

5
242 RR  

= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

5
41,120415,31R ≈ 0,00034R — абсолютная погрешность. 

%005,0
2

00034,0
≈

πR
R  — относительная. 

90. r = 5 см, r — радиус окружности.   POAB — ? 
OA = OB = r;   POAB = OA + OB + lAB = 10 + lAB 

Т.к. ∠AKB = 90°;   lAB =
4
1 lокр = 

4
1 2πr = 

2
5

2
π

=
πr ; 

POAB = 10 + )4(
2
5

2
5

+π=
π . 

§14. 
91. Измеряем стороны квадратов a.   Sкв = a2 
92. а) S = AB2 = 2,52 = 6,25 см;   б) S = (A′B′)2 = (0,21)2 = 0,441 м. 
93. SABCD = а) 256 см2; б) 76,8 м2; в) 14,6 мм2; AB = ? 
Sкв = AB2 ⇒ AB = квS . 
а) 16;   б) ≈ 8,763;    в) ≈ 3,8209. 

D

C

A

B

O
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94. SABCD = 2,5 м2; Pкв — ? 
Sкв = AB2 ⇒ AB ≈ 1,58;   Pкв = 4АВ ⇒ Pкв ≈ 6,324 м. 
95. а) SABCD = 24 см2; 
BC = 6;   BD1 — ? 

Sпар = BD1 ⋅ AD ⇒ BD1 = 6
24

=
AD
S = 4 см. 

б) S = 41 см2, BK, AM — ? 

Sпар = BK ⋅ AD = AM ⋅ CD ⇒  AM =
5
41

=
CD
S ; BK =

10
41

=
AD
S = 4,1см. 

96. 
BK = 4; BM = 1; SABCD = 6; AB, AD — ? 

Sпар = AB ⋅ BM = AD ⋅ BK ⇒ AB = ==
1
6

BM
S 6 см. 

AD = ==
4
6

BK
S 1,5 см. 

97. а) AB = 4 см, BC = 7 см; 
б) AB = 1,2 м, BC = 3,5 м; 

S∆ = 2
1
⋅ AB ⋅ BC ⇒  а) S∆ = 2

1
⋅ 4 ⋅ 7 = 14 см2.  б) S∆ = 2

1
⋅ 1,2 ⋅ 3,5 = 2,1 м2. 

98. AH — ?   S∆ = 2
1
⋅ BC ⋅ AH ⇒ AH =

32
48225 ⋅

=
BC

= 3 см. 

99. AB= 3AC, ?=
CH
BK   S∆ = 2

1
⋅ BK ⋅ AC =

2
1  ⋅ CH ⋅ AB ⇒  

⇒  BK ⋅ AC = CH ⋅ AB ⇒ 33
===

AC
AC

AC
AB

CH
BK  ⇒ BK : CH = 3 : 1. 

100. 

S∆ = 2
1 AB ⋅ BC = 24

2
86
=

⋅ см2; 

S∆ = 2
1 BH ⋅ AC ⇒ BH ⋅ AC = 48 ⇒ BH = 48

AC
= 4,8 см. 

 
 
101. DM — ? 
∆ACD = ∆CAB по 3-м сторонам (т.к. ABCD — 
параллелограмм, AB=CD, BC=AD, AC — общая). 

SACD =
2
1 DH ⋅ AC =

2
1  ⋅ 4 ⋅ 16 = 32 ⇒ 

 

⇒ SABCD = 2 ⋅ 31 = 64; SABCD = DK ⋅ AB ⇒ DK = 3,5
3

16
12
64

≈==
AB
S см. 

M

K

C

D

B

A

O

A

B

C

K H

DA

CB
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102. 

S1 = 2
1
⋅ h ⋅ BL; 

S2 = 2
1
⋅ h ⋅ LC; 

BL = LC ⇒ S1 = S2. 
Аналогично: S3 = S4. 
∆ABC = ∆CDA ⇒ S∆ABC = S∆CDA ⇒ S1+2 = S3+4 ⇒ S1 = S2 = S3 = S4. 

103. 
ABC — данный треугольник. Находим длину BH, центр  
AC — точка K. Из точки K строим перпендикуляр, равный 
BH, соединяем вершину перпендикуляра KM с точками  
A и C. ∆AMC — искомый. 
 
 
 

104. а) S∆ = 2
1 AB ⋅ BC ⋅ sin30° = 

2
1  ⋅ 2 ⋅ 4 ⋅

2
1 = 2 см 

б) S∆ = 2
1 AB ⋅ BC sin 150° =

2
1
⋅ 2 ⋅ 4 ⋅

2
1  = 2 см. 

105. 

S∆ABD =
2
1
⋅ AB ⋅ AD ⋅ sin30° =

2
1
⋅ 4 ⋅ 6 ⋅

2
1  = 6 см 

SABD = SBDC ⇒ SABCD = 2 ⋅ SABD = 6 ⋅ 2 = 12 см. 
 

106. SABC =
2
1
⋅ AB ⋅ BC ⋅ sin(150°) =

2
1
⋅ 10 ⋅ 10 ⋅

2
1 = 25 см; 

SABC = SACO ⇒ SABCO = 2 ⋅ 25 = 50 см. 
107. 
AC = 8см, BD = 6см, BO = OD, AO = OC (т.к. O — 
точка пересечения диагоналей параллелограмма) 
⇒ AO = 4; BO = 3. 

SABO=SCOD=
2
1
⋅BO⋅AO⋅sin(BOA)=

2
1
⋅3⋅ 4 ⋅ 23

2
2
= . 

SAOD = SBOC = 
2
1
⋅ 3 ⋅ 4 sin(∠BOC) =

2
1
⋅ 3 ⋅ 4 ⋅ 23

2
2
=  ⇒ SABCD = 212 . 

108. BD = 4, BH = HD = AH = HC = 2 (т.к. ABCD — 
прямоугольник); 

SABH=SAHD=SBHC=SCHD=
2
1
⋅2⋅2⋅sin30°=

2
1
⋅2⋅2 ⋅

2
1 = 1 см ⇒ 

⇒ SABCD = 4 ⋅ 1 = 4 см. 

1 L

K CD

BA

2
3

4

M

K CH

B

A

DA

CB

O

DA

CB

O

D

C
H

B

A
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109. α + β = 180°;   SABC =
2
1 AB ⋅ BC ⋅ sinα 

SEST =
2
1 SE ⋅ ST ⋅ sin(180 – α) =

2
1 SE ⋅ ST ⋅ sinα ⇒ 

STSE
BCAB

S
S

EST

ABC
⋅
⋅

= . Ч.т.д. 

110. CC1 — ? 

SABC =
2
1
⋅ 5 ⋅ 8 ⋅ sin60° =

2
1
⋅ 5 ⋅ 8 ⋅ 310

2
3
= см2. 

SC1CB =
2
1
⋅ 8 ⋅ sin30° ⋅ CC1 = 2CC1.  SACC1 = 2

1  ⋅ 5 ⋅ sin30° ⋅ CC1 = 4
5 CC1 см2; 

SACC1 + SC1CB = 3102
4
5

1 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + CC = SABC 

310
4

13
1 =CC  ⇒ CC1 = 13

340  см 

111.  SABKH = BTAHBK
⋅

+
2

)( ; 

BK = KC; AH = HD; 

SHKCD = =⋅
+ BTHDKC
2

)( BTAHBK
⋅

+
2

)(  ⇒ 

⇒ SABKH = SHKCD. Ч.т.д. 
112. CFH — прямоугольный треугольник, ∠F = 45° ⇒ FH = CH ⇒ 

⇒ 2FH2 = 25 ⇒ CH =
2

5 .   SCDEF =
22

35
2

5
2
7

2
)(

=⋅=⋅
+ CHFECD  см2. 

113. 

∠BAH = 30° ⇒ BH =
2
1 BA =

2
3 = CK; 

∠CDK = 45° ⇒ CK = KD =
2
3 ; 

sin(∠ABH) =
2
3

=
AB
AH  ⇒ AH =

2
33 , BC = KH = 1; 

AD = 3
2
3

2
5

2
33

2
31 +=++ ; 

SABCD =
2
1 (AD + BC) ⋅ BH =

2
1

=⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++

2
31

2
33

2
5 ( )337

8
3

2
33

2
7

4
3

+=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+ . 

114.  

AB = aBCAC 522 =+ . 

Пусть CM⊥AB, OH⊥AB, тогда   SABC =
2
1
⋅ 4a ⋅ 3a = 6a2; 

T

K

D

C

H

B

A

C

DA

B

H K
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SABC = 26
2

5 aCMa
=⋅  ⇒ CM =

5
12

5
12 2 a

a
a

=  ⇒ 

⇒ MB =
5

9
25

1449
2

222 aaaCMCB =−=− ; 

∆ADH = ∆BCM (по гипотенузе и катету) ⇒ AH = MB ⇒ HM =  

= 5a –
5

7
5

18 aa
= =DC⇒SABCD=

25
192

5
32

5
65

5
7

5
12

2
1 2aaaaaa

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅ = 7,68a2. 

115. 
S – S(ABM) – S(ALC) –  
– S(CKB) = S(PQR) – S(BKQ) – S(KLC) –  
– S(APM) ⇒ S(PQR)=S(BKQ) + S(KLC) +  
+ S(APM). 

MF||CK⇒∆AFM∼∆AKC ⇒ AF =
3
1 AK =  

= 
3
2

3
1
⋅ AB =

9
2 AB ⇒ FB =

9
7 AB; 

∆FBM∼∆KBQ ⇒ 
BM
BQ

FB
KB

=  ⇒ 
7
3

5
7
3
1

==
BM
BQ  ⇒ 

⇒ S(BKQ) =
7
3

3
1
⋅ S(ABM) =

7
1 S(ABM) =

21
1 S. 

Аналогично, S(RLC) =
21
1 S и S(APM) =

21
1 S ⇒ S(PQR) =

7
1 S. 

116. 

T

K

C
S

P

B

A

M
X

Y

S1 S2

S3

 
SABC = S; 321 SSSS ++= ; 
BC||YT; BC||SP ⇒ ∆ABC∼∆XYM∼∆MPK; 
XK||AC ⇒ ∠YXM = ∠XMS = ∠MST и ∠YMX = ∠MTS ⇒ 

⇒ S1∼S3 ⇒ S1∼S2∼S3∼S ⇒ 22

22

1 YMXY
BCAB

S
S

⋅
⋅

= ;  22

22

2 PKMP
BCAB

S
S

⋅
⋅

= ; 

T

D

L
B

A
M

K

C

N
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22

22

3 MTSM
BCAB

S
S

⋅
⋅

=  ⇒ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅
⋅+⋅+⋅

=
BCAB

MTSMPKMPYMXYSS ; 

=
⋅
⋅

+
⋅
⋅

+
⋅
⋅

BCAB
MTSM

BCAB
PKMP

BCAB
YMXY 1=

⋅
⋅

+
⋅
⋅

+
⋅
⋅

BCAB
KCAX

BCAB
PKBY

BCAB
BPXY  ⇒ 

⇒ SS = . 
Ч.т.д. 
117. Пусть K — середина BC; 

а) AK = 352510022 =−=− BKAB см; 

AO =
3
2 AK =

3
310  ⇒ R =

3
310  ⇒ S = πR2 = π=π

3
100

9
300 см2. 

б) Пусть ABCDEF — данный 6-угольник. 

∠AFE = °=
− 120

4
180)26(  ⇒ ∠AFO = 60° = ∠FAO ⇒ ∆AFO — равносто-

ронний ⇒ AE = FO = AO = 10 = R ⇒ S = πR2 = 100π. 

°=
°

⋅= ctg22,55
2

45ctg
2

ABR  ⇒ S = πR2 = 25πctg222,5°. 

в) Пусть ABCDEFGH — данный 8-угольник и точка О — его центр, тогда 

по теореме косинусов имеем: AB2 = 2R2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ °
−

8
360cos1  ⇒ 

⇒ 100 = ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

2
212 2R  ⇒ 

22
100
−

=R  ⇒ 
22

100
−

⋅π=S см2. 

118. а) OCD — равносторонний треугольник, OM — медиана ⇒ 
⇒ OM = 3525100 =− = r ⇒ S = πr2 = 75π см2. 
б) Пусть ABCDEFGH — данный 8-угольник и точка О — его центр, и ОМ 

⊥ АВ ⇒ 
2

45ctg5
8

360
2
1ctg

2
1 °

=
°

⋅= ABOM = 

=
45 452
2 2

45
2

cos 2cos cos45 1 2 15 5 5 5
sin 45 sin 45 2sin

r
° °

°
° + +

= = = =
° °

⇒S=πr2 =25π
2

223+ . 

119. Пусть MK — данная хорда, пересекает меньшую окружность в точке 
O1, а точка O — центр окружностей, тогда 
Sкольца = πOK2 – πOO′2 = π(OK2 – OO1

2). 
∆KO1O — прямоугольный ⇒ O1K2 = OK2 – OO1

2 ⇒ 
⇒ Sкольца = πO1K2, т.к. MK — диаметр данного круга и MO′ = O′K (из 
∆MOK: MO = OK; O′O — перпендикуляр) ⇒ Sкруга = πO′K2. Ч.т.д. 
120. BDOE — квадрат ⇒ Sкв = 52 = 25 см2; 

DOE — сектор; SDOE =
4

25π  ⇒ Sфиг = 25 –
4

25π = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π
−

4
125  см2. 
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121.   

AM = MO = OK = KB =
4
d ;  S∪AB =

82

22 dR π
=

π ; 

S∪AK =
128

9
64

9
22

222 π
=⋅

π
=

π ddR ;  S∪AO =
32162

22 dd π
=⋅

π ; 

S∪AM =
128

2dπ  ⇒ S1 = 2
222

16
1

1288
9

8
dddd
π=

π
+

π
−

π ; 

S2 = 2
2222

16
1

32128
9

12832
ddddd
π=

π
−

π
+

π
−

π . 

122. 

Rбол. окр. = 222 RRR =+ ; 
∪AB = ∪BC = ∪AC; ∠ABC = 90° (AC — диаметр) 

Sсектора ABC =
24

22 RR π
=

π ; 

S∆ABC =
2
1 AB2 =

2
1 R2 ⋅ 2 = R2 ⇒ S∪AC =R2 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
π 1
2

; 

2

2

окр
2
1

RS π
=  ⇒ S = )1(

22
22

22
−π=−

π
+

π RRRR  см2. 

123. 

S∆ = 2
1 R2sin60° =

4
3 2R ; 

Sсект. = 6

2Rπ  ⇒ S∪AB =
6

2Rπ –
4

3 2R  ⇒ 

⇒ Sфиг. = ( )3
24

33
24

3 222
−π=−

π
+

RRRR . 

Различные задачи по курсу геометрии VII—IX классов 
Треугольник 

1. ∠MNP+∠NPQ = (180° – 2∠BNP) + (180° – 1∠NPB) = 
= 360° – 2(∠BNP + ∠NPB) = 360° – 2 ⋅ 90° = 180°. 
Т.к. ∠MNP и ∠NPQ — внутренние односторонние при 
пересечении прямых MN и PQ секущей ND, то прямые 
MN и PQ параллельны, а, значит, луч изменит свое на-
правление на противоположное. 
 
 

2. ∠AOB = ∠DOE = 180° –
2

180
22

β+α
−°=

β
−

α . 

BA M
O

K

45°

B

A
R

CR

RR

A

B

Q

P

M

N

R

R

R

С

В

А
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∠DOA = ∠EOB = 180° – ∠AOB =
2
β+α . 

3. Допустим, что могут. 
∠AOB = 90° = ∠DOA, следовательно, 
по предыдущей задаче ∠А + ∠В = 180°, что невозможно, 
если ∠С = 0° ⇒ получаем противоречие ⇒ не могут. 
4. ∠BAC = 30°, AB = 32 см. 
AD — ? BD — ? 

sinBAC =
2
1

=
AB
BC ;   BC =

2
1 AB = 16 см; 

AC = cosBAC ⋅ AB = 316
2

323
=

⋅ см. 

из ∆ADC: 
2
3cos =DAC ; 

AD = AC ⋅ 24
2

316
2
3316

2
3

=
⋅

=⋅= см; 

из ∆DBC: 
2
1sin == DCB

BC
DB ; DB = 8

2
=

BC см. 

5. AB = 2BC; 

ABCBAC
AB
BC cossin

2
1

=== ,  значит, ∠BAC = 30°, ∠ABC = 60°. 

6. AB = 4CD;  O — середина AB. 

CO = AO = OB;   CO = AB
2
1 ; CD = AB

4
1 ;   2=

CD
CO ; CO = 2CD. 

Значит, cosOCD =
2
1

=
CO
CD , значит, ∠OCD = 60°; 

∠DOC = 90° –∠OCD = 30°;    ∠AOC = 180° – ∠DOC = 150°; 

∠OAC =
2
1 (180° – ∠AOC) = 15°; ∠ABC = 90° – ∠BAC = 75°. 

7. Соединим эти три точки. Через вершины этого треугольника проведем 
прямые, параллельные противолежащим сторонам. Точки пересечения 
этих прямых являются вершинами искомого треугольника. 
8. а) ∠A = 10°, ∠C = 78°,  ∠B = 180° – ∠A – ∠C = 180° – 10° – 78° = 92°. 
Т.к. напротив меньшего угла лежит меньшая сторона, то AC > AB > BC. 
Ответ: b, c, a. 
б) ∠B = 180° –∠A – ∠C = 180° – 178° – 1° = 1°, 
т.к. напротив меньшего угла лежит меньшая сторона, то  AC = BC > AB. 
Ответ: c, a = b. 
9. ∠A = 180° – ∠B – ∠C = 180° – 67° – 78° = 35°, 

D

A

B

C
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т.к. напротив меньшего угла лежит меньшая сторона по следствию из тео-
ремы синусов, то  BC < AC < AB.  Ответ: a, b, c. 

10. а) т.к. NM — медиана и высота в ∆ACN, то 
∆ACN — равнобедренный и AN = CN; т.к.  
AN + NB = a, то CN + NB = a. 
Значит, P(∆CBN) = CN + NB + BC = a + с 
б) ∠MAN = ∠MCN = 40° (т.к. ∆ACN — равно-
бедренный); 
∠ABC = 180° – 40° – 30° – 40° = 70°. 

Значит, ∠ACB = ∠ABC = 70°. 
Значит, ∆ABC — равнобедренный с основанием BC. 

Четырехугольник 
11. AB = BD = CD, т.к. треугольники ABD и BDC — 
равнобедренные 
∠ABD = ∠BDC = 90° по условию 
AD = a, AD — большая сторона, т.к. это гипотенуза. 

Пусть AB = BD = x, тогда  x2 + x2 = a2;  2x2 = a2;   x =
2

2a . 

Т.к. ∆ABD — равнобедренный, значит, ∠BAD = ∠BDA = 45°. 
А значит, ∠BAH = ∠ABH = 45°. 

Пусть AH = BH = y;  2y2 = x2;   2y2 =
2

2a ; y2 =
4

2a ; y =
2
a .  Ответ: 

2
a . 

12.  
а) 

Н

K

C

D

B

A  

б) 

K

H

D

B

A

C

 
∠HBK = 25°. Значит, ∠HDK = 360° – 
– 90° – 90° – 25° = 155°. 
Значит, ∠BAD = 180° – 155° = 25°. 

∠HAK = 125°. 
∠BCD = 360° – 180° –125° = 55°. 
∠ADC = 180° – 55° = 125°. 

13. 
Строим две параллельные прямые, удаленные друг 
от друга на расстояние, равное 2 см. От произволь-
ной точки А одной из них отложим отрезок АВ, рав-
ный 3 см. Затем проводим окружности с центрами в 
точках А и В радиусом, равным 5 см. Точки пересе-
чения этих окружностей со второй прямой дадут ос-
тальные искомые вершины параллелограмма. Этих 

точек пересечения будет 4. Выберите их низ в качестве вершин либо чет-

A BN

30°
M

С

40°

H D

B

A

C

H D

B

A

C
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ные, либо нечетные. Задача имеет и второе решение. Оно получается, если 
сначала отложить АВ = 5 см, а затем из точек А и В провести окружности с 
радиусом, равным 3 см, только в качестве 2-х других вершин выберите из 
4-х точек пересечения какие-нибудь две крайние. 
14. см. решение задачи 13. Только здесь будет одно решение, т.к. 3 < 4, т.е. 
одна из сторон параллелограмма меньше высоты. 

15. MN =
2
1 (BC + AD). Доказать, что BC||AD. 

Через точку D проведем прямую a, параллельную 
прямой BC. 
K — точка пересечения a и BN; 
∆BCN = ∆KDN по второму признаку (CN = ND, 
∠CNB=∠DNK (как вертикальные), ∠BCN = ∠KDN 
(как накрест лежащие при пересечении параллельных прямых BC и DK се-
кущей CD)). 
Значит, BN = NK, BC = DK, .к. BN= NK и AM = MB, то MN — средняя ли-

ния, значит, MN =
2
1 AK. 

По условию MN =
2
1 (AD + BC) =

2
1 (AD + DK). 

Значит AK = AD + DK. 
Значит, точки A, D, K лежат на одной прямой. 
Значит, AD || BC. 
16. Т.к. K — середина BC и L — середина CD, то 
KL — средняя линия в ∆BCD. 
Аналогично, NK — средняя линия в ∆ABC, 
LM — средняя линия в ∆ADC, 
MN — средняя линия в ∆ABD. 
Значит, KL||BD||MN, NK||AC||LM. 
Значит, NKLM — параллелограмм; диагонали параллело-
грамма точкой пересечения делятся пополам.  Ч.т.д. 
17. 
а)   б) 

  
18. Диагонали точкой пересечения делятся пополам. 
19. Диагонали точкой пересечения делятся пополам. 
20. а) ∠A = 3x, ∠B = 4x, ∠C = 2x, ∠D = 4x,  ∠A + ∠B + ∠C + ∠D = 13x, 
∠A + ∠B = 7x,  ∠C + ∠ D = 6x,  ∠A+∠B+∠C+∠D=2(∠A+∠B) = 2(∠C+∠D); 
13x = 14x = 12x — противоречие.   Ответ: не могут. 
б) ∠A = 8x, ∠B = 7x, ∠C = 13x, ∠D = 12x,  ∠A + ∠B + ∠C + ∠D = 40x; 
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∠A + ∠D = 20x, ∠B + ∠C = 20x,  ∠A + ∠B + ∠C + ∠D = 2(∠A + ∠D) = 40x. 
Ответ: могут. 

21. ∠BAD = 60°, AB = 24 см, BC + AD = 44 см. 
BH — высота. 

2
1cos == BAH

AB
AH ; 

AH =
2
1 AB = 12 см. AD = BC + 2AH; 

BC + 2AH + BC = 44 см;  BC + AH = 22 см;  BC = 10 см; 
AD = 44 см – 10 см = 34 см. 

22. ∠BAD = 60°, BC = 15 см, AD = 49 см. 
BH и CK — высоты, AH = KD; BC = HK; 
AD = BC + 2AH = 49 см; 
2AH = 49 см – 15 см = 34 см.  AH = 12 см; 

2
1cos =BAH

AB
AH ; 

AB = 2AH = 34 см; AB = CD. 
Значит, P(ABCD) = AB + BC + CD + AD = 
= 34 см + 15 см + 49 см + 34 см = 132 см. 

23. Т.к. прямая a — касательная, то OM⊥a. 
Т.к. BC⊥a и AD⊥a, то OM||AD||BC. 
Т.к. O — середина AB (AB — диаметр), то OM — сред-
няя линия ABCD. 
 
 
 

24. 

S(MOQD) =
4
S . 

Т.к. FR — средняя линия, то  

S(FOR) =
4
1 S(MOQ) и S(FER) = 

= 
4
1 S(MEQ) =

4
1
⋅

3
1 S(MOQ) =

12
1 S(MOQ) ⇒ 

⇒ S(FERO) =
4
1 (MOQ) +

12
1 S(МOQ) =

3
1 (MOQ) =

6
1 S(MDQO) =

24
1 S. 

⇒ S8 = 4 ⋅
24
1 S =

6
1 S. Ч.т.д. 

25. S2
ABC = SA1B1C1 ⋅ SA2B2S2.  AC||A1C1||A2C2; 

∆A1BC1 = ∆A1B1C1 (A1BC1B1 — параллелограмм) ⇒ 

K D

B

A

C

H

K D

B

A

C

H

r
M

D B

A

C

O

NM

D

BA

C

O

Q

P

E

F

R



 53 

⇒ ∆ABC∼∆A1BC1 ⇒ 2
1

2

111
BA

AB
S
S

CBA

ABC = , а т.к. 

∆AA1B = ∆A1B1C1 ⇒ AA1 = A1В1⇒ 
1
2

1
=

BA
AB . 

Аналогично выясняем, что 

∆A2B2C2 ∼ ∆ABC и 
1
222 =

AB
BA  ⇒ S2

ABC = 16 = SA1B1C1 ⋅ SA2B2S2 = 4 ⋅ 4.   Ч.т.д. 

26. 
BD = AC. 
Доказать, что S(ABCD) = KM ⋅ NL. 
NK — средняя линия ∆ABC. 
Значит, NK||AC. 
Аналогично, KL||NM. 
Значит, NKLM — параллелограмм. 

Т.к. KL — средняя линия ∆ABC, то NK =
2
1 AC. 

Т.к. AC = BD, то NK = KL. Значит, NKLM — ромб с диагоналями NL и KM. 

S(NKLM) =
2
1 NL ⋅ KM;     SNBC =

4
1 SABC; SLDM =

4
1 SACD; 

SNBK + SLDM =
4
1 (SABC + SACD) =

4
1 SABCD; 

SNKLM=SANCD–(SNBK+SLDM) – (SCKL + SANM )=SABCD –
4
1 SABCD –

4
1 SABCD = 

2
1 SABCD 

2
1 NL ⋅ KM =

2
1 SABCD.  Значит, SABCD = NL ⋅ KM. 

27. 
AC = BD = a;   KM + NL = b. 
KLMN — ромб (см. предыдущую задачу). 

S(KLMN) =
2
1 KL ⋅ MN; 

LM — средняя линия в ∆ACD, значит, LM =
2
1 AC=

2
a . 

Аналогично, KL =
2
a . 

Пусть KO = x, OL = y 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+

=+

усл.) (по
2

4

2
22

byx

ayx
 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=++

=+

4
2

4
2

22

2
22

byxyx

ayx
 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

=+

44
2

22 abxy

byx
 
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−=

=+
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Значит, KO ⋅ OL =
8

22 ab − ;   NL ⋅ KM = 4KO ⋅ OL =
2

22 ab − . 

Значит, SABCD = NL ⋅ KM =
2

22 ab −  (см. предыдущую задачу). 

28. Пусть ABCD — данный квадрат, MNPQ — данный параллелограмм, 
причем M ∈ AB, N ∈ BC, P ∈ CD, Q ∈ AD. Пусть MN=b, NP=c, ∠BNM = α, 
тогда AB = a = bsinα + ccosα, BC = a = 
= bcosα + csinα ⇒ т.к. AB = BC = a, то bcosα + csinα = bsinα + ccosα ⇒  

⇒ (sinα – cosα)(b – c) = 0 ⇒ sinα – cosα = 0 ⇒ α =
4
π ; 

a2 = 2S(MBN) + 2S(NCP) + S = bsinα ⋅ b ⋅ cosα ⋅ c + csinα ⋅ c ⋅ cosα + S ⇒  

⇒  
2
1 sin2α(b2 + c2) + S = a2; 

MP = )(22

2
2

)(2
sin

)(2 2
22

22 SaSaSacb −=
−

=
α
−

=+ . 

Декартовы координаты на плоскости 

29. y = kx + b, k = 2, т.к. искомая прямая параллельна прямой 
y1 = 2x – 5; то y = 2x + b. 
Т.к. прямая проходит через точку A(3; –1), то –1 = 6 + b, b = –7. 
Значит, y = 2x – 7. 
30. A(x1; y1), B(x2; y2), C(x3; y3). 
Чтобы A, B, C лежали на одной прямой, не параллельной оси ординат, 
нужно, чтобы угловые коэффициенты прямых AB и AC были равны. 
AB: y = kx + b; 

⎩
⎨
⎧

+=
+=

bkxy
bkxy

22

11 ; 

 y1 – y2 = k(x2– x1);   k =
12

12
xx
yy

−
− ;   AC: k =

13

13
xx
yy

−
− . 

Значит, нужно, чтобы 
12

12
xx
yy

−
− =

13

13
xx
yy

−
− . 

Если точки A, B, C лежат на прямой, параллельной оси ординат, то x1=x2=x3. 
31. см. решение предыдущей задачи. 

20
1

23
12

−
−

=
−
−− k ;     

2
13

−
−

=−
k , 6 = k – 1, k = 7. 
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32. Выберем систему координат так, как 
показано на рисунке.  AO = a. 
Значит, A(a; 0), B(0; a), C(–a; 0), D(0; –a). 
Уравнение прямой KN: y = kx. 
Общее уравнение прямой, перпендикуляр-

ной к прямой y = kx:  y = b
k
x
+− . 

Уравнение прямой AK: b
k
a
+−=0 . b

k
a
= . 

k
a

k
xy +−=  

Найдем координаты точки K:  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
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kxy
k
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k
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⎧
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Найдем AK: 

AK = =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
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+
+⎟

⎠
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⎜
⎝
⎛ −

+
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2
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2 1111 k
ak

k
aaka

k
aka

k
a  

=
( ) ( ) 24

22

222

11
kk

k
a

k
akak

+
+

=
+
+

. 

Уравнение прямой BL:  a = b;   y = a
k
x
+−  

Найдем координаты точки L: 
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Найдем BL: 

BL = =
+

−−+
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
+⎟

⎠
⎞
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22222
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a
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= 1
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2
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+ k
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∠BOL = ∠DOM (как вертикальные). 
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BO = OD (т.к. O — центр квадрата). 
Значит, ∆BOL = ∆DOM (по гипотенузе и острому углу). 
Значит, BL = DM. 
∠BPL = ∠DRM (как накрест лежащие углы при пересечении параллельных 
прямых AB и CD секущей PR). 
Значит ∆BPL = ∠DRM (по катету и острому углу). 
Значит BP = DR;  AP = AB – BP = CD – DR = CR 
∠APK = ∠BPL = ∠DRM = ∠CRN. 
Значит ∆APK = ∆CRN (по гипотенузе и острому углу). 
Значит AK = CN. 
Значит AK2 + BL2 + DM2 + CN2 = 2AK2 + 2BL2 = 

= 22
2

2

22

22

22

222
2)1(

)1(
2

)1(
)1(

)1(
)1(2 ak

k
a

k
ka

k
kka

=+
+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

+
+

+  

не зависит от k. 
Значит, сумма квадратов расстояний от всех вершин квадрата до прямой, 
проходящей через его центр, не зависит от выбора прямой. 

33. Т.к. радиус окружности равен R, то сто-
рона квадрата 2R.  
Выберем систему координат так, как пока-
зано на рисунке. Значит, 
A(R; –R), B(R; R), C(–R; R), D(–R; –R). 
Уравнение окружности x2 + y2 = R2. 
Пусть координаты точки M(x; y), 
MK= R – x,   ML = R – y,   MN = R + x, 
MP = R + y,   MK2 + ML2 + MN2 + MP2 = 
= R2 – 2Rx + x2 + R2 –2Ry + y2 + R2 + 2Rx + 
+ x2 + R2 + 2Ry + y2 =4R2 + 2x2 + 2y2 =  
= 4R2 + 2(x2 + Y2) = 4R2 + 2R2 = 6R2. Ч.т.д. 

34. 
Пусть AB = a, AH = b, AL = c. 
Выберем систему координат так , как показано 
на рисунке: 
A(0; 0), B(a; 0), D(b; c), C(a + b; c). 
Пусть M(x; y). 
AM2 = x2 + y2,   BM2 = (x – a)2 + y2, 
CM2 = (x – a – b)2 + (y – c)2, 
DM2 = (x – b)2 + (y – c)2, 
AM2 – BM2 + CM2 – MD2 = x2 + y2 – (x – a)2 –  
– y2+(x – (a + b))2 + (y – c)2 – (x – b)2 – (y – c)2 = 
= x2 – (x – a)2 + (x – (a + b))2 – (x – b)2 = 
= (x–x+a)(х+x–a)+(x–a–b–x+b)(x–a – b + x – b) = 
= a(2x – a) – a(2x – 2b – a) = 
= 2ax – a2 – 2ax + 2ab – a2 = –2a2 + 2ab, 

не зависит от x и y, значит не зависит от выбора точки M. 
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35.   
Выберем систему координат так, как показано на 
рисунке. 
A(0; 0), D(a; 0), B(0; b), C(a; b). 
Пусть M(x; y). 
AM2 + MC2 = x2 + y2 + (x – a)2 + (y – b)2 
BM2 + MD2 = x2 + (y – b)2 + (x – a)2 + y2 
Значит AM2 + MC2 = BM2 + MD2 всегда. 
Значит ГМТ — вся плоскость. 
36. а) ∠AOB = 60°. 
Проведем CM||OB и CN||OB. 
∠AMC = ∠AOB = 60° (т.к. MC||OB); 
∠ACM = 90° – ∠AMC = 30°; 
∠OCA = 90° – ∠AOC = 90° – 30° = 60°; 
∠MCO = ∠ACO – ∠ACM = 60° – 30° = 30°; 
∠MCO = ∠MOC. 
Значит, ∆OMC — равнобедренный. 
Значит OM = MC 
Значит, четырехугольник ONCM — ромб, т.к. 
∠ACM = 30°, то в прямоугольном  

∆MAC AM =
2
1 MC. 

Значит, AM =
2
1 MO; AO = MO + AM =

2
3 OM. 

Значит, OAOM
3
2

= .   Аналогично OBON
3
2

= . 

( )OBOAONOMOC +=+=
3
2 . 

б) 

O

BA

C

 
OBOAOC += ; 
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в) AM||OB, BM||OA; 
∠AOM = ∠MOB = ∠OMB = ∠AMO = 60°; 
∠OAM = ∠OBM = 60°. 
Значит ∆OAM = ∆OBM — равносторонний. 

OBOAOM += ;  OB = OM; 
∠OCB = 90° – ∠MOB = 30°; 

OB = OC
2
1 .  Значит, OM = OC

2
1 ; 

)(22 OBOAOMOC +== . 
37. а) AM||OB, BM||OA. 

OAMB — ромб (доказательство аналогичное до-
казательству в предыдущей задаче). 
∆OAB — равносторонний (т.к. OA=OB = r,  
∠AOB = 60°). 

OK =
2

3
4

3
4

22
222 rrrrKBOB ====−  

OM = OK = 3r ;   OC = r. 3⋅= OCOM ; 

3
3OMOC = ;   )( OBOAOM += ; 

)(
3
3 OBOAOC += ; 

б) AM||OB, BM||OB; 
OAMB — квадрат; 

OM = 222 rrr =+ ; 
2⋅= OCOM ; 

2
2⋅

=
OMOC ; 

OBOAOM += ; 

)(
2
2 OBOAOC += ; 

в)  AC||OB, BC||OА; 
∠AOC = ∠COB = ∠OCB = ∠ACO = 60°; 
∠OAC = ∠OBC = 60°. 
Значит ∆OAC = ∆OBC — равносторонний. 
OACB — ромб. 

OBOAOC += . 
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38. M — середина BC: M ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
7;0 .  N — середина CA: N ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 3;

2
3 . 

P — середина AD: P ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
5;

2
1 .  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
1;

2
3MN , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

2
1;2NP , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 1;

2
1PM . 

39. A(2; 3), B(–1; 4), C(1; 1) 
а) пусть D(x; y).  DCAB = .   DACB =  

⎩
⎨
⎧

+−=
+−=−
11

13
y

x
  
⎩
⎨
⎧

=
=

0
4

y
x

 D(0; 4). 

б) CB = AD 

⎩
⎨
⎧

−=
−=−
33

22
y

x
   
⎩
⎨
⎧

=
=

0
0

y
x

   D(0; 6). 

в) CDAB = . 

⎩
⎨
⎧

−=
−=−
11

13
y

x
   
⎩
⎨
⎧

=
−=
2
2

y
x

   D(–2; 2) 

40. A(0; –1),B(3; 1), C(1; –2). 

A1 — середина BC;    A1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1;2 ; 

B1 — середина АС;    B1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
3;

2
1 ; 

C1 — середина AB;    C1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 0;

2
3 ; 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
1;21AA ;   ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

2
5;

2
5

1BB ;  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 2;

2
1

1CC . 

41. A(1; –2), B(5; 4), C(2; –1), D(0; –4); 
)6;4(AB , )3;2( −−CD , CDAB 2−= ,  

т.к. –2 < 0, то AB  и CD  противоположно направлены. 
42. 2x + my – 1 = 0,    mx + 8y + 2 = 0,   my = –2x + 1,   8y = –mx – 2, 

y =
m

x
m

12
+− ,   y =

4
1

8
−− xm ,   

8
2 m
m
= ,   m2 = 16,    m = ±4. 

Ответ: ±4. 
43. ba⊥ .   ba = ; 

a (x0; y0),  b (x; y); 
x — ? y — ? 

Т.к. ba⊥  и ba = , то 
⎪⎩

⎪
⎨
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=+⋅
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0
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Ответ: b (–y0; x0) или b (y0; –x0). 
44. A(1; 1), B(2; –1), C(–1; 4). 
AA1; BB1; CC1 — медианы; 

A1 — середина BC ⇒ A1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
3;

2
1 ; 

B1 — середина АС ⇒ B1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
5;0 ; 

C1 — середина AB ⇒ C1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 0;

2
3 , тогда 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
1;

2
1

1AA ,  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
7;21BB ,  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 4;

2
5

1CC , значит, 

AA1 = 2
2

2
1

4
1

4
1

==+ ,  BB1 = 2
65

4
494 =+ , CC1 = 2

8916
4
25

=+ . 

45. 

N

M
P

O

DA

CB

 
По свойству медиан треугольников. 

1
2

=
PN
BP , PN =

3
1 BN, MP =

3
1 MD, SAMD =

2
1 SABD, т.к. высоты у этих тре-

угольников одинаковые, а основание ∆AMD в 2 раза меньше основания 
∆ABD. 

SAMР =
3
1 SAMD, т.к. высоты у этих треугольников, опущенные из точки A, 

равны, а основание ∆AMP в 3 раза меньше ∆AMD. 

Значит, SAMР = 3
1 SAMD =

2
1

3
1
⋅ SABD =

6
1 SABD =

12
1 SABCD. 
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Преобразования фигур. 
46. Искомой является общая хорда данной окружности и окружности, ей 
симметричной относительно данной точки. 
47. Строим произвольную ломаную ABCD так, что ABCD — выпуклый че-
тырехугольник, и отображаем все ее точки относительно AD. 
48. Центр симметрии ABCD — O. Через точку C проходят прямые, парал-
лельные сторонам и делящие высоты параллелограмма пополам ⇒  
⇒ строим точку O. 
49. Осей симметрии — не больше 4, т.к. ось либо содержит диагональ, либо 
является общим серединным перпендикуляром для противолежащих сто-
рон. 4 оси содержит квадрат, 2 — ромб и прямоугольник, 1 — равнобедрен-
ная трапеция. 3 оси не имеет ни одна из фигур с 4 углами. 
50. 

l M

D

D1

 
Через точку M проведем прямую l. D1 симметрична D относительно l ⇒ 
MD1 — образ искомой прямой. 
51. 

 p

A1

A

C

B

M

 
Пусть A1 — симметрична точке A относительно p. Проведем A1B, пересе-
кающую p в точке M. Точка M — искомая. 
52. Да — точка пересечения прямых. 
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53. Строим треугольник ABC по 2-м сторонам и углу между ними. Затем 
отображаем его относительно серединного перпендикуляра, получаем 
∆ADC, причем ∠ADC = ∠ABC = α – β. Пусть ∠DOA = γ, тогда ∠AOC = π – 

γ ⇒ ∠OAC =
2
γ  ⇒ ∠DAC = π – α + β +

2
γ  ⇒ 

⇒ ∠ADB = α + β +
2
γ . Постройте α + β , затем π – α – β. Затем треуголь-

ник по 2-м сторонам и углу между ними. 
54. Не может, т.к. в этом случае количество вершин, лежащих с одной сто-
роны, должно быть равно количеству с другой, что в 5-угольнике невоз-
можно. 
55. см. 54. 
56. Проведите прямую. Отложите на ней данные углы, а на их сторонах от-
резки a и c. Затем проведите окружность с центром в конце отрезка a и ра-
диусом, равным b. Затем прямую, параллельную первой, через конец отрез-
ка c. Через точку пересечения прямой с окружностью провести прямую, 
параллельную c. Получим искомый четырехугольник. 
57. Ось симметрии пятиугольника проходит через вершину и середину 
противоположной стороны, тогда l3 симметрична l2 относительноl1 ⇒ l5 — 
ось симметрии. Аналогичное доказательство и для l4 и l5. 
58. 

D E

F

A

C

B  
Нет. 
59. Проведите прямые a1, a2, a3 через центр окружности перпендикулярно 
данным прямым. Но OM — произвольный радиус, а OM1 — симметрич-
ный ему относительно a1, OM2  симметричен OM1 относительно a2, OM3 — 
симметричен OM2 относительно a3, тогда биссектриса ∠MOM3 проходит 
через вершину искомого треугольника. Далее проведите через нее 2 пря-
мых, параллельные данным, а затем соедините точки их пересечения с ок-
ружностью. 
60. Пусть AB — хорда данной длины. Построим окружность с центром в 
точке O и радиусом OM. Пусть она пересекает AB в точках C и D. Повер-
ните AB на угол COM. Задача не имеет решения если AB больше диаметра 
окружности. 
61. Такой четырехугольник является равнобокой трапецией ⇒ есть ось 
симметрии — прямая, соединяющая середины оснований. 
62. см. задачу 59. 
63. Параллельно любой из диагоналей прямоугольника. 
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64. По формуле Герона: ))()()(( dpcpbpapрS −−−−= , где a, b, c и d 
— стороны, p — полупериметр. 
65. Пусть O1 и O2 — центры данных окружностей, а точка O — данная 
точка. Поверните одну из окружностей на 60° вокруг точки O. Пусть она 
пересечет вторую в точках A и B и пусть их образами являются точки C и 
D соответственно, тогда ∆COA и ∆DOB — искомые. 

Преобразования подобия. 
66. Т.к. центры гомотетий различны и произведение коэффициентов равно 
1, то это параллельный перенос. 
67. Если произведение коэффициентов не равно 1, то результирующее 
преобразование гомотетия ⇒ прямые, проходящие через центр этой гомо-
тетии. Если результирующее преобразование — параллельный перенос, то 
прямые, параллельные вектору этого переноса. 
68. Т.к. ∆ABM∼∆CDM, то они гомотетичны ⇒ гомотетичны и окружности, 
описанные около них. 
69. см. задачу 68. 
70. Треугольник, образованный средними линиями, подобен данному с ко-

эффициентом 
2
1  ⇒ R1 = 2

R . 

71. Т.к. точки касания заданы, то 
проведя построения, показанные на 
рисунке, получим точку O1 — 
центр одной из окружностей. Ана-
логично можно получить и другие 
центры. 
 

O1

A1

B1

A′1

B′1

 
72. Пусть MN — данная хорда, точка O — ее центр. Постройте произволь-
ный квадрат ABCD так, чтобы точка O была центром стороны AD. Пусть 
OB и OC пересекают дугу в точках P и Q. Опустите из них перпендикуля-
ры на MN и проведите отрезок PQ. 
73. Пусть AOB — данный сектор. Постройте 
произвольный квадрат MNPQ так, чтобы 

О
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AB||MN||PQ. Пусть ON и OP пересекает дугу в точках KL. Проведите отре-
зок KL. Затем через точки K и L прямые, параллельные NP и MQ, пусть 
они пересекаются с радиусами в точках S и R соответственно, тогда SKLR 
— искомый квадрат. 
74. Пусть AOB данный сектор. Постройте произвольный квадрат MNPQ 
так, чтобы M∈AO, а P, Q∈OB. Пусть ON пересекает дугу в точке C. Опус-
тите из точки C перпендикуляр на OB — получим точку D. Пусть CE||MN 
пересекает AO в точке E. Пусть EQ⊥OB, тогда GECD — искомый квадрат. 

Пропорциональные отрезки 
75. 

0

a
 A1

b

c

 A2

 A3

 B1

 B2

 B3

 C1

 C2 C3

 
Точка C2 перейдет в точку C1 и точка C3 в точку C1 (при гомотетии с цен-

тром в точке O и 
1

2
1 OA

OAk −
=  и 

1

3
2 OA

OAk −
= ) ⇒ точки O, C1 и C2 — лежат на 

одной прямой и точки P, C1 и C3 — аналогично ⇒ C1,C1, C3 лежат на од-
ной прямой, проходящей через точку O. 
76. 

S

D C

A B

N

M  
Пусть AD || CD 

Гомотетия с центром S и 
SA
SDk =  переводит точку B в точку B1, а точку M 

в точку M1. Средняя линия ∆CDB1 не параллельна основанию, что невоз-
можно ⇒ AB||CD. 
77. 
 
KO||CB; ∆ANO ∼ ∆DNK (по двум углам) ⇒ 

K D C

A B

N MP

O R
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⇒ k
ND
AN

KD
AO

== , DR||BC 

OR=AO = KD ⇒ k
bd
da

NP
AO

OR
AO

ND
AN

=
−
−

=== ⇒ 

⇒ 
bd
dak

−
−

=  и d =
k
kba

+
+

1
. 

78. PR||AB ⇒ 
⇒ ∆ADB∼∆PDS и ∆ACB∼∆QCR; 

PD
AD

PS
AB

=  и 
CR
BC

QR
AB

= , т.к. AD||CB||PR, то 

AD = BC и PD = RC, учитывая эти пропорции, 
PS = QR ⇒ PQ = SR. Ч.т.д. 
79. 
Пусть DC || AB и M, N, S — лежат на 
одной прямой. Проводим DC1||AB и 
C1∈AC. MN∩DC1 = P, причем P—
середина DC1 ⇒ NP — средняя ли-
ния ∆DCC1 и NP||CC1, что противо-
речит условию S∈NP ⇒ DC||AB. 

Подобие фигур 
80. 
MN || AC и ∆ABC∼∆MBN 
такое возможно, например, ∠B = ∠B, ∠A = ∠N,  
∠C = ∠M. И невозможно, если ∆ABC — равносторон-
ний, т.к. в этом случае 
∠M = ∠N = ∠C = ∠A ⇒ MN||AC. 
81. 
Предположим, что ∆ABH∼∆CBH, из этого автоматиче-
ски следует равенство всех углов ⇒ BH — медиана и 
высота ⇒ 
⇒ ∆ABH = ∆CBH ⇒ условие невыполнимо. 
 
 
 

82. 
 
AB = BC ⇒ ∠BCA = ∠BAC и ∠AMC = ∠ANB = 90°; 
∆AMC∼∆ABN по двум углам. 
 
 

83. 

RP S Q

O

BA

CD

C1
P

S

N

M
BA

C
D

N

M

A

B

C

H

B

A C

A

B

C

M

N
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a
M

D

BA

C

b

c

d

a – c
  a1

M1

D1

B1A1

C1

b1

c1

d1

a1 – c1

 
Построим прямые DM и D1M1, || CB и C1B1 в ∆ ADM и A1D1M1 

1111 ca
ca

b
b

d
d

−
−

==  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
===

−
−−

=
−

==
111111

11

1

1

11
;  и  ,  т.к.

d
d

b
b

c
c

ca
ca

c
ca

c
ca

c
a

c
a

c
c

a
a  ⇒ они 

подобны по 3-ему признаку ⇒ ∠A = ∠A1. 
84. 

D

A

C

B

 

∆BAC∼∆ACD ⇒ 
AD
BC

DC
AC

AC
AB

==  ⇒ AC2=AB⋅DC ⇒ d2 = ab ⇒ d = ab . 

85. Строим прямоугольный треугольник по отношению гипотенузы к ка-
тету, потом строим ему гомотетичный, используя известную сторону пря-
моугольника. 
86. 

A

B

M N

D

S

C

 
AS = SB по свойству касательных; 
∠MAD = ∠MBN и МВС = ∠MBN по свойствам углов, образованных хор-
дами и касательными ⇒ ∆MAD∼∆MBN и ∆MBC∼∆MAN по 2-м углам ⇒ 

BN
AD

MB
MA

MN
MD

==  и 
CB
NA

MC
MN

MB
MA

==  ⇒ 

⇒ 
MC
MN

MN
MD

=  ⇒ MN = MCMD ⋅ . Ч.т.д. 
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87. 
а)     б) 

A

B

M

NО1
О2

 
A

B

M

N

О1
О2

 
∠BAM и ∠BAN либо совпадают, либо являются смежными ⇒ 

⇒ ∠BO1M = ∠BO2N (центральные) ⇒ 
2

1
R
R

BN
BM

= . 

88. 

O

C

B

A a

b  
∆AOB — прямоугольный, CO = R ⇒ 

⇒ AO = 22 Rm + ; BO = 22 Rn +  ⇒ AB = 222 2Rnm ++ = (m + n) ⇒ 

⇒ m2 + n2 + 2R2 = m2 + n2 + 2mn ⇒ R = mn ⇒ 

⇒ расстояние между a и b, равное 2R, равно mn2 . 
89.  

Треугольники подобны ⇒ k
c
c

b
b

a
a

===
111

⇒ 

⇒ a1 = ka, b1 = kb, c1 = kc ⇒ по теореме Пифагора a1
2 + b1

2 = c1
2 ⇒ 

⇒kaa1 + kbb1 = kcc1 ⇒ aa1 + bb1 = cc1. Ч.т.д. 
90. 
В ∆ABD и ∆ABC: 
∠BAC — общий, ∠KAB = ∠AСB, т.к. они опи-
раются на одну дугу, т.к. a || BD, то ∠KAB = 
∠ABD (как внутренние накрест лежащие) ⇒ 
∠ABD = ∠ACB ⇒ ∆ABD ∼ ∆ACB ⇒ 

⇒ 
AB
AD

AC
AB

=  ⇒ AB2 = AC ⋅ AD. Ч.т.д. 
H

D

a

C

B

A
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Вписанные и описанные многоугольники 
91. (2 + 3 + 4)α = 360° ⇒ α = 40° ⇒ ∪KB = 80°, ∪BC = 120°,  
∪AC = 160°, т.к. ∠BAC, ∠BCA, ∠ABC — вписанные ⇒  

⇒ ∠BAC =
2
1
∪BC= 60°; ∠BCA =

2
1
∪AB = 40°;  ∠ABC =

2
1
∪AC = 80°. 

92. ∪AB = 24°51′ ⇒ ∠ACB =
2
1
∪AB = 12°25′30′′ = ∠BAC. 

Т.к. треугольник равнобедренный ⇒ ∠ABC = 180° – 24°51′ = 155°9′. 
93. Проведите перпендикуляр к прямой, равный высоте. Затем постройте 
медиану. Через точку ее пересечения с прямой проведите перпендикуляр-
ную прямую. Найдите точку пересечения этой прямой и биссектрисы. За-
тем проведите серединный перпендикуляр к отрезку с концами в этой точ-
ке и вершине треугольника. Проведите окружность с центром в точке 
пересечения серединного перпендикуляра с серединным перпендикуляром 
к стороне треугольника и радиусом, равным расстоянию до вершины тре-
угольника. Точки пересечения окружности с прямой будут другими вер-
шинами треугольника. 
94. 
а) AB = 20 см, BC = 21см. 
По теореме Пифагора: AC = 29 см ⇒ 2R = 29 ⇒ R = 14,5 см. 

SABC =
2
1 AB ⋅ BC = 210 см2. 

S∆ = r2 +
2
1 (20 – r) ⋅ r +

2
1 r ⋅ 29 +

2
1 r(21 – r) = 210 

2r2 + 20r – r2 + 29r + 21r – r2 = 420;  r = 6см. 
б) 40 и 30 см, решаем аналогично а) 
R = 25см, r = 10см. 
95. AC — диаметр окружности, т.к. ∠ABC = 90°; 

по теореме Пифагора:  AC = 22 BCAB + = 25 ⇒ R =
2

AC =12,5см. 

96. 

H
B1

C

B

A
C1

 
∆ABC — прямоугольный (AC — диаметр) ⇒ ∠ABC = 90° ⇒ 
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⇒ ∠ABH = 22°30′ ⇒ ∠BAC = 67°30′ ⇒ ∠BCA = 22°30′. 
97. 
BD — биссектриса; AH = HC = BH = R (описываем окруж-
ности) ⇒ ∠ABH=55° ⇒ ∠HAB = 55° ⇒ ∠ACB = 35°. 
 
 
 
 
 
 
98. 
AK = AB = CK = R 
CH — биссектриса ⇒ 
⇒ ∠ACH = 45° ⇒ ∠ACK = ∠CAB = 52° ⇒ 
⇒ ∠ABC = 38°. 
 
 
99. 
1) Пусть ∠ABC = 2α, ∠ADC = 4α, ∠BAD = 3α. 
Т.к. ABCD — вписанный ⇒ ∠ABC+∠ADC = 180° ⇒ 
⇒ 6α = 180° ⇒ α = 30° ⇒ ∠ABC = 60°; ∠BAD = 90°; 
∠ADC = 120°; ∠BCD = 90°. 
2) Пусть ∠ABC = 2α, ∠ADC = 3α, ∠BAD = 4α ⇒ 
⇒ ∠ABC + ∠ADC = 180° = 5α ⇒ α = 36° ⇒ 
⇒ ∠ABC = 72°, ∠ADC = 108°, ∠BAD = 140° и 
∠BCD = 180° – ∠BAD = 36°. 
3) Пусть ∠ABC = 3α, ∠ADC = 4α, ∠BAD = 2α ⇒ ∠ABC+∠ADC=180° =  

= 7α ⇒ α =
7

180°  ⇒ ∠ABC =
7

540° , ∠ADC =
7

720° , ∠BAD =
7

360° , и 

∠BCD = 180° – ∠BAD =
7

900° . 

 
100. 

B1

C1
K

A C

B

 
Доказать: A, B1, K, C1 — лежат на одной окружности ⇒ 
⇒ AB1KC1 — описанный четырехугольник ⇒ 

H
D

A

C

B

K
H

A

B

C

D

A C

B
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⇒ сумма противоположных углов — по 180° 
∠AC1C = ∠AB1B = 90° — по условию ⇒ ∠AC1C + ∠AB1B = 180° 
∆ABB1∼∆ACC1 (∠B1 = ∠C1 = 90°, ∠A — общий) ⇒ ∠ABB1 = ∠ACC1 ⇒  
⇒ ∠B1KC = 90° – ∠ACC1 и ∠BAC = 90 – ∠ACC1 ⇒ ∠BAB1 = ∠B1KC; 
∠C1KB1=180°–∠B1CH⇒∠BAB1+∠C1KB1=∠BAB1+180°–∠BAB1=180° ⇒ 
суммы противоположных углов равны ⇒ можно описать окружность. 

Геометрические неравенства 
101. Пусть в ∆ABC AB =  AC, BC = a, ∠A = α, AA1 и BB1 — медианы. 

B1D⊥BC ⇒ CD =
4
a , BD =

4
3a  ⇒ B1D =

2
tg42

1
α

+
=

aAA ; 

∠B1BD = β при возрастании α уменьшается ⇒ 
⇒ AA1 = 2B1D = 2BB1 ⋅ sinβ, α = 60° ⇒ β = 30°, AA1 = BB1; 
если α < 60°, то AA1 > BB1. 
102. 0 ≤ α ≤ 90°, sinα + cosα ≤ 2  

По формуле sinα + cosα = 2
4

cos2 ≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α−
π  ⇒ 

⇒ cos 1
4

≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α−
π , что истинно. 

103. ma, mb — медианы ⇒ mb
2 = a2 +

4

2b ; 

ma
2 =

4

2a + b2 ⇒ 
4
1

164
4

4
1

4

4
22

22

2
2

2
2

2

2
>⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

=
+

+
=

ba
ba

ba

ba

m
m

a

b  ⇒ 
2
1

>
a

b
m
m , 

аналогично, 
2
1

>
b

a

m
m

 ⇒ 2
2
1

<<
b

a
m
m . Ч.т.д. 

104.  

cos∠B =
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

=
−+

ba
caa

l
ba

caa

ac
bca c

22

2
2

2
222

 ⇒ 

lc
2 = ( ) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+
=−+

+ ba
c

ba
abpcba

ba
ab 12)(

)(
22

2  ⇒ 

⇒ la
2 + lb

2 + lc
2 = ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−+

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−+

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

cb
bc

cb
a

ca
ac

ca
b

ba
ab

ba
cp 212121  
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Т.к. 
2

2 ba
ba

ab +
≤

+
 (аналогично для других сторон) 

la
2 + lb

2 + lc
2 ≤ р ((a + b – c) + (a + c – b) + (b + c – a)) = p2. 

105. SABC = ))()(( cpbpapp −−− ;   S = pr ⇒ r2 =
p

cpbpap ))()(( −−− . 

Известно, что (p – a)(p – b)(p – c) ≤
273

33 pcpbpap
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−+−  ⇒ 

⇒ 
33

pr ≤  ⇒ S = r⋅p ≤
33

2p . 

106. По формуле Герона S2 = p(p – a)(p – b)(p – c) =
4

22ah ; 

a2 ≥ a2 – (b – c)2 = 4(p – b)(p – c) ⇒ 

⇒ hA = )())()((4
2 аpp

a
cpbpapp

−≤
−−− . 

107. см. задачу 104. 

la
2 = 2)(

2
cp

bcp
+

(b + c – a) = 2)(
4

cp
bc
+

 p(p – a). 

Т.к. 4bc ≤ (b + c)2 ⇒ la
2 ≤ p(p – a). 

108. S∆ = 22
sin bcbc

≤
α  

Т.к. bc ≤
2

22 cb +  (неравенство Коши) ⇒ S ≤
4

22 cb + . 

109. SABC = rcbaab
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

=
22

 ⇒ r =
cba

ab
++

; 

R =
2
c  ⇒ R + r = Sabba

cba
bacba 2

2)(2
)()( 2

=≥
+

=
++

+++ . 

Разные задачи 
110.  
A1B = A1C; B1A1 = A1C1 ⇒ B1B = CC1, CB1 = CB + BB1, 

BCCBCCBCBC 1111 =⇒+=  

111. MGAGMA =+ ;   MGBGMB =+ ; 

MGCGMC =+  ⇒ )()(
3
1 CGBGAGMCMBMAMG +++++= = 

)(
3
1 MCMBMA ++= , т.к. 0=++ CGBGAG . 

112.  
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Пусть O — произвольная точка плоскости ⇒ из задачи 111: 

3
1

=OM (OA + OB + OC); ( )1111 3
1 OCOBOAOM ++=  

( )OCOBOAOCOBOAOMOM −−−++=− 1111 3
1  

( )1111 3
1 CCBBAAMM ++= . 

113. AB||CD, AM2 + BM2 
из ∆AOB и ∆BOM по теореме косинусов: 
BM2 = OM2 + R2 – 2OM ⋅ R ⋅ cosBOM 
AM2 = OM2 + R2 – 2OM ⋅ R ⋅ cosAOM 
AB||CD ⇒ ∠BAO = ∠AOC ⇒  
⇒ cosBOM = –cosAOM ⇒ 
⇒ BM2 + AM2 = 2(OM2 + R2). Ч.т.д. 
114. cos2A + cos2B + cos2C + 2cosAcosBcosC = 1 

cosA =
ACAB

BCACAB
⋅
−+

2

222
;   cosB =

BCAB
ACBCAB

⋅
−+

2

222
; 

cosC =
BCAC

ABBCAC
⋅
−+

2

222
; 

cosAcosBcosC = =
⋅⋅

−+−+−+
222

222222222

8
))()((

BCACAB
ABBCACACBCABBCACAB  

= (AB4 – AC4 –BC4)(AC2 + BC2 – AB2). 
Подставим полученные выражения в равенство (*): 

+
⋅
−+

+
⋅
−+

+
⋅
−+

22

2222

22

2222

22

2222

4
)(

4
)(

4
)(

BCAB
ABBCAC

BCAB
ACBCAB

ACAB
BCACAB  

+ 222

222444

4
))((

BCACAB
ABBCACBCACAB −+−− = 

 
считаем числитель: 
(AB4 + AC4 + BC4 + 2AB2AC2 – 2AB2BC2 – 2AC2BC2)BC2 + 
+ (AB4 + BC4 + AC4 + 2AB2BC2 – 2AB2AC2 – 2BC2AC2)AC2 + 
+ (AB4 + BC4 + AC4 + 2AC2BC2 – 2BC2AB2 – 2AC2AB2)AB2 + 
+ (AB4AC2 + AB4BC2 – AB6 – AC6 – BC2AC4 + AB2AC4 – BC4AC2 – 

– BC2 + AB2BC4) = 4AC2BC2AB2 ⇒ 222

222

4
4

ABBCAC
ABBCAC  = 1. Ч.т.д. 

115. Если ∠A > ∠A1, то BC > B1C1 
По теореме косинусов из ∆ABC и ∆A1B1C1: 
BC2 = AB2 + AC2 – 2AB ⋅ AC ≈ cosA 
B1C1

2 = A1B1
2 + A1C1

2 – 2A1B1 ⋅ A1C1 ⋅ cosA1 
BC2–B1C1

2=2A1B1⋅A1C1 ⋅ cosA1–2AB ⋅ AC ⋅ cosA=2A1B1⋅A1C1(cosA1– cosA), 

M CD

A B

O
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т.к. ∠A > ∠A1 ⇒ cosA1 > cosA ⇒ BC2 – B1C1
2 > 0 ⇒ BC > B1C1. 

116. Аналогична задаче 115. 
117. 

α

M

C

D

A B

B1 A1

α

α

β
β

 
см. формулы задачи 104. 

длина биссектрисы равна: AA1
2= ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+ cb
a

cb
bcp 12 ;  BB1

2 = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+ ca
b

ac
acp 12  

где a, b, c — стороны треугольника и p =
2

cba ++ , 

если AA1 = BB1, то  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+ cb
a

cb
b 1 = ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+ ca
b

ca
a 1  ⇒ 

⇒ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
+

=
+

−
+ 22 )(

1
)(

1
cacb

ab
ca

a
cb

b  ⇒ 22 )()(
)2)((

))((
)(

cacb
cbabaab

cacb
abc

++
++−

=
++

− , 

и учитывая, что a, b, и c — стороны треугольника и ⇒ 
⇒ положительны ⇒ a = b (чтобы достичь равенства). Ч.т.д. 
 
118. ∆ABC = ∆EDC ⇒ AC = CE и по теореме синусов из ∆ABC 

FC = CE = 2asin
2
α ; 

∠BCA = ∠DCA =
2

180 α−  ⇒ ∠ACE = 2α – 180°. 

По теореме косинусов из ∆ACE: 
AE2 = AC2 + CE2 – 2AC ⋅ CE ⋅ cos(2α – 180°) = 

= 4a2sin2

2
α (1 – cos(2α – 180°)) ⇒ AE = 2dsin

2
α cosα ⋅ 2 = 0; 

22
1

2
sin21

2
sin 2 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α
−

α . 
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Решая уравнение, находим, что α =
5

3π + 2πn, n ∈ Z ⇒ 

⇒ α =
5

3π = 108° ⇒ пятиугольник — правильный. 

119. BCFC1 — прямоугольник, C1C — диаметр, т.к. ∠C1BC = 90°, 
∠BOC = 45° ⇒ по теореме косинусов: 

a2 = 2R2 – 2R2cos45° = 2R2 – 22R  ⇒ R =
22 −

a  ⇒ C1C =
22

2

−

a ;  

по теореме Пифагора 

BC1
2 =

22
22

22
4 22

2
2

−

+
=−

−

aaaa  ⇒ BC1 =
22
22

−

+a  ⇒ 

⇒ SBCFC1 = ( )12
22
22 22 +=

−

+ aa . 

120. Середина искомой хорды совпадает с основанием перпендикуляра, 
опущенного из данной точки на другую сторону угла. Задача не имеет ре-
шения, если расстояние от основания перпендикуляра до вершины угла 
меньше половины длины хорды. 
121. 

H

A

BO

 
По теореме Пифагора R2 = 32 ⇒ R2 = 24 ; 
AO = OB ⇒ AH = HB = 4 ⇒ из ∆AOH: OH = 1632 − = 4 см. 
122. 

B

A

KO
Т

 

Из ∆ATO: sinOAT =
2
1

2
=

R
R  ⇒ ∠OAT = 30° = ∠OВA ⇒ ∠AOВ = 120°. 

123. OM = R = 22 43 + = 5;   lокр = 2πR = 10π. 
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124. 

0
DC

A

BA1

B1

α
α

 
AB∩CD = О — допустим. 

По теореме синусов из ∆OAC:  
α

=
sinsin
AC

OAC
OC . 

Аналогично:  
α

=
sinsin
BD

OBD
OD . 

Т.к. sinOBD = sin(π – OAC) = sinOAC ⇒ 
BD
AC

OD
CO

= ; 

AC, A1C, BD, B1D — касательные ⇒ 

AC = A1C1; BD = B1D ⇒ 
BD
AC

DB
CA

=
1

1 ; 

CD∩A1B1 = К и т.к. делит CD в отношении 
BD
AC

⇒ 

⇒ точка K совпадает с точкой O ⇒ CD проходит через точку пересечения 
диагоналей вписанного четырехугольника. Аналогично, доказываем с дру-
гой диагональю. 
 

125. ∠BAC — меньший угол, сторона AC проходит между 
сторонами угла BAD (иначе — противоречие выпуклости 
четырехугольника) ⇒ AC пересекает BD с концами на его 
сторонах. 
Аналогично доказываем, что BD∩AC ⇒ AC∩BD. Ч.т.д. 
 
126. Концы любой стороны четырехугольника лежат в 

одной полуплоскости относительно прямой, содержащей противолежа-
щею ей сторону. В той, где находится точка пересечения диагоналей. 

127. Sп-ка = 2
1 AC ⋅ BD ⋅ sin 30° =

2
1
⋅ 12 ⋅ 8 ⋅

2
1 = 24 см2. 

128. Пусть дан ∆АВС, ∠С = 90°, ∠А = 15°, ∠В = 75°. 
СО — медиана. S(ABC) = S(CBO) + S(CAO) = 

C

B

A

D
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=
8

150sin
42

130sin
42

1 222 ccс
=°⋅+°⋅⋅  (т.к. ∠ВОС = 30°, ∠АОС = 150°,  

а СО =
2
c ). 

129. OM = 25144 + = 13 см; 

а) AB — медиана ⇒ AB =
2

39
2
3

=R см; 

из ∆ABC: sin60° =
AC
AB  ⇒ AC = 313

3
2

2
39

=⋅ см; 

S∆ = 4
3507

2
1

2
3313313 =⋅⋅⋅ см2; 

б) BD — диаметр ⇒ BD = 26 см; 

Sкв = 2
1 BD ⋅ AC =⋅ 26 ⋅ 26 = 338 см2; 

в) S∆AOB =
2
1 R2 ⋅ sin72° =

2
169 sin72° ⇒ S5-ка = 5 ⋅

2
169 sin72° ≈ 402 см2. 

130. OM = R = 169 + = 5 см.   Sпр = πR2 = 25π см2. 
131. EF — средняя линия ABCD; 
DC1 = AH = a, CK = BL = b. 
И пусть EC1 = EH = x, EF = l, FK = FL = y; 
а) 

KH
E F

D C

A B

LG

 

SABFE = (l + y – x)
222
axbyba

+−
+ ; 

SCDEF = (l – y + x)
222
axbyba

−+
+  ⇒ 

⇒ S1ABFE – S2CDEF = (a + b)(y – x) – by + ax = ay – bx; 

если S1 = S2, то 
y
b

x
a
=  ⇒ AD||BC; 

б) S1ABFE = (l – y – x)
222
axbyba

++
+ ; 

S2CDEF = (l + y + x)
222
axbyba

−−
+  ⇒ 

⇒ S1 – S2 = (a + b)(y + x) – by – ax =  

FH
E F

D C

A B

LG
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= ay + bx > 0 ⇒ 
⇒ площади не одинаковые. 
132. Введем обозначения аналогично задаче 131. 

MQ = NP =
2

ba + ;   C1 = PK, HQ = QL. 

EMFN — параллелограмм. 
а) 

O
P

M

LQH
E K

D C

A B

FG

N  

PO = OQ =
2

yx + ; OE = OF =
2
1 ; 

SAMOF = HQ =
⋅

−
⋅

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

222
MQOQAHEHMAH  

= =+−
+

⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

444
3

2
1

2462

2 aybxbaxlbayxla HOMQEQAH
22

+ , 

S(CFON)= =
⋅

+
⋅

−
+

222
CKKFPNOPNPKCPK  

= =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
+

++
⋅=+ 4

442222
lbayxlbOKNPPFKC

444
3

2
axbxbal

−+
+

⋅ ,  

откуда S(AMOF) + S(CFON) – )(
2
1

2
)( ABCDbal
=

+ , т.к. по задаче 131 

S(ABCD) = l(a + b). Ч.т.д. 
б) 

O
P

D C

A B

Q

 

SCFON = PK =
⋅

+
⋅

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

222
CKKFPNOPNPKC  

=
444

3
22422

aybxbalylbayxlb
−+

+
⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
+

++
⋅ . 
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Складывая, получаем S1 + S2 = 2
)( bal + =

2
1 SABCD, т.к. SABCD = l(a + b) 

(см. задачу 131). Ч.т.д. 
133. 

∆NBK∼∆ABC (∠B — общий, 
2
1

==
BK
BC

NB
AB )⇒ 

⇒ NK||AC. 
Аналогично: MS||AC; MN||BD||KS. 
Также очевидно: NK = MS; NM = KS ⇒ NMKS — парал-
лелограмм. 
Т.к. NK||AC ⇒ ∠AOB = ∠MNK, 
Sпар2 = MN ⋅ NK ⋅ sinMNK; 

SABCD =
2
1 AC ⋅ BD ⋅ sinAOB; 

т.к. AC = 2NK и BD = 2NM ⇒ SA-D1 = 2NK ⋅ MN ⋅ sinAOB ⇒ 

⇒ 
1
2

2

1 =
S
S  ⇒ S2 = 2

1 S1. Ч.т.д. 

134. 
MN = 5см, KS = 9см, BD = 5см; 

∆BKM∼∆ABC (∠B — общий, 
BM
BC

KB
AB

= ) ⇒ 

⇒ KM||BD||MS и KM = NS и KN = MS ⇒ 
⇒ KNSM — параллелограмм. 

MS = KN =
2
1 BD = 2,5см ⇒ в ∆KON по теореме косину-

сов: 
KN2 = KO2 + ON2 – 2KO ⋅ ON ⋅ cosKON; 

cosKON=
5
5,1

5,25,12
5,25,25,1 222

=
⋅⋅
−+ = 0,3 ⇒ sinKON ≈ 0,95 ⇒ 

⇒ SKMSN =
2
1
⋅ 3 ⋅ 5 ⋅ 0,95 ≈ 7 ⇒ из задачи 133: SABCD = 2 ⋅ 7 = 14 см2. 

135. 

O

C1

A D1

D

C

A1

B

B1

 
A1B1C1D1 — параллелограмм, B1C1||BD ⇒ ∠CC1D = ∠COD; 

N

K

M

D

B

A

C L

N

K

M

D

B

A

C L
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Sпар = B1C1 ⋅ C1D1 ⋅ sinCC1D;   SABCD =
2
1 BD ⋅ AC ⋅ sinCC1D; 

BB1C1D — параллелограмм ⇒ BD = B1C1, AC = C1D1 ⇒ 

⇒ 
1
2пар =

ABODS
S

 ⇒ Sпар = 2SABCD. 

136. 

D

C
A

B

 
из задачи 133 следует, что площади этих четырехугольников равны 2SABCD 
⇒ равны между собой. 
137. а) KM = 6, KL = 241616 =+ , LM = 52416 =+ ; 
KL: y = x ⇒ ∠LKM = 45° ⇒ 

⇒ SKLM =
2
1 KL ⋅ KM ⋅ sin45° =

2
1
⋅

2
2624 ⋅⋅ = 12. 

б) ABCD — квадрат ⇒ S = AB2 
AB = 169 + = 5 ⇒ S = 25. 
в) PQRT — квадрат.   S = QR2 
QR = 916+ = 5 ⇒ S = 25. 
г) ABCD — трапеция; 

AB = AD = 4, DC = 6 ⇒ S =
2
1 (AB + DC) ⋅ AD =

2
1  (4 + 6) ⋅ 4 = 20. 

д) BE = 5, BCDE — трапеция ⇒ 

⇒ Sтр = 2
1 (BE + CD) ⋅ CH =

2
1 (3 + 6) ⋅ 2 = 9; 

SABE =
2
1
⋅AH ⋅ BE =⋅ 3 ⋅ 6 = 9 ⇒ SABCDE = 9 + 9 = 18. 

138. Угол 10-угольника равен kn
5
8180

10
8

10
180)2(

=⋅=
−  (k = 90°); 

5-угольника = k
5
6  ⇒ kykxk 4

5
6

5
8

=+  ⇒ 

⇒ 4x + 2y = 10 (x — число 10-угольников; y — 5-угольников, сходятся в 
одной точке). Подбором найдем целые значения x и y: x = 1, y = 2 ⇒ 
⇒ В одной точке сходятся 1 десятиугольник и 2 пятиугольника ⇒ при об-
ходе пятиугольника около одной стороны лежит десятиугольник, около 2-
й — пятиугольник, 3-ей — десятиугольник, 4 — пятиугольник, 5 — деся-
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тиугольник ⇒ к 1 и 5 сторонам прилегают пятиугольники, что противоре-
чит условию ⇒ невозможно. 
139. R — радиус З. шара;   r — радиус ф. мяча;  lш = 2πR; lмяча = 2πr 

стало: 2πR + 1; 2πr + 1 ⇒ R′ =
π
+π

2
12 R ; r′ =

π
+π

2
12 r  ⇒ 

⇒ R′ – R =
π
+π

2
12 R – R; r′ – r = rr

−
π
+π

2
12  

R′ – R =
π2

1 ; r′ – r =
π2

1  ⇒ зазоры одинаковы. 

140. Возьмем 3 произвольные точки на окне. 
∆A1B1C1 определяет единственную описанную около него окружность; из-
мерив стороны ∆A1B1C1 найдем радиус этой окружности и вырежем стек-
ло. 
141. Если попеременно укладывать в длину трапеции с разными основа-
ниями, то в ряд уместится 10 трапеций, т.к. BH = 10, то в ширину получим 
8 рядов. 
И остается фанера размером 10×80 см, где поместится еще 3 трапеции ⇒ 
всего трапеций 10 ⋅ 8 + 3 = 83 штуки. 
142. Sполя = 24 м2. 

Sплитки = 6 ⋅ R2 ⋅
2
1 sin60° = 3600

2
3

2
4006

=⋅
⋅  

3
3400

3600
240000

пл

поля ==
S

S  

5% =
3

320  ⇒ плитки нужно:  
3

3420
≈ 243 штуки. 

143. S6 = 6 ⋅ R2 ⋅
2
33

4
3 2R
= ; 

MK — медиана ⇒ MK = R
2
3 ; 

sinA =
AM
MK  ⇒ AM =

3
3

3
2 RMK
=

⋅
⇒ 

⇒ S∆ = 4
333

2
3

2
1 2

2 RR =⋅⋅  ⇒ 

⇒ 
1
2ш =

∆S
S  ⇒ треугольных плиток потребуется в 2 раза больше. 

144. S1 = πR2 = 100π см2; 
S2 = πr2 = 56,25π см2; 
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25,56
100

2

1 =
S
S

≈ 1,8 раза. 

145. S = πR2 = 5041π мм2; 

S2 = 3
10082

3
2 π

=S  мм2 ⇒ 

⇒ R1 = 3
10082

≈ 58 мм ⇒ D1 =116 мм ⇒ 

⇒ 142 – 116 = 26 мм — уменьшился диаметр. 
146.  
Sсег = πR2 = π1,5625 мм2 ≈ 4,9 мм2 ⇒ нагрузка: 4,9 ⋅ 65 = 319 кг. 
147. Sдвора = 110 ⋅ 150 = 16500 м2; 
Sцехов = 4 ⋅ 40 ⋅ 10 = 1600 м2; 
Sскладов = 20 ⋅ 20 ⋅ 10 = 4000 м2. 
Должно остаться расстояние (R) не менее 5 м по периметру помещений и 
забора, т.е. 
Sцехов + R = 4 ⋅ 50 ⋅ 20 = 4000 м2.   Sскл + R = 10 ⋅ 30 ⋅ 30 = 9000 м2. 
Sбенз + R = π ⋅ 152 ≈ 707 м2. 
Sзабора=16500–(100⋅140)=2500⇒свободного места=16500–16207=293 м2, в 
любой точке которого можно расположить центр клумбы. 
148. Если бы такая прямая существовала, то число вершин по обе стороны 
от нее было одинаково, а т.к. многоугольник имеет 1001 угол ⇒ это не-
возможно. 
149. Возьмем произвольно 5 точек A, B, C, D, E. Докажем, что  
BCDA — выпуклый. По определению выпуклости, прямая, проведенная 
через две соседние вершины, оставляет многоугольник в одной полуплос-
кости. Проведя прямые AB, BC, CD и AD, убедимся в истинности утвер-
ждения. 
150. 

E

C

B

A

DF

M

K
N

 
а) Если эти точки составляют выпуклый шестиугольник, то ответ очевиден, 
т.к. сумма всех сторон углов 720° ⇒ хотя бы один из них ≥ 120°. 
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б) если какие-нибудь 3, 4 или 5 точек лежат внутри этого шестиугольника. 
Проведем диагонали BF, BE, BD. Точка M∈(ABF). Проведем прямые AM, 
MB, MF. Сумма этих углов 360° ⇒ ∠BMF (например) ≥ 120°. Ч.т.д. 
151. Найдем сумму внутренних углов треугольника. Если треугольник 
имеет вершину в данной точке, то углы в сумме составляют 360°. Т.к. то-
чек 30, то сумма соответствующих углов равна 360° ⋅ 30 = 10800°. 
Сумма углов 100-угольника: 180(100 – 2) = 17640° ⇒ 
⇒ Сумма внутренних углов треугольника: 

10800 + 17640 = 28440° ⇒ число треугольников:
180

28440  = 158 штук. 

152. Данные точки лежат внутри и в вершинах некого n-угольника, где n ≤ 
1000. Проведенные отрезки разбивают этот n-угольник на ряд треугольни-
ков, либо совпадают с его сторонами. Число внутренних вершин тре-
угольника: 1000 – n. Общая сумма всех углов треугольника: 
180(n – 2) + 360(1000 – n). 
Число треугольников: (n – 2) +2(1000 – n) = 1998 – n. 
Число сторон: 5994 – 3n. 
Общее число k отрезков равно: 

n +
2
1 (5994 – 4n) = 2997 – n, т.к. 1000 ≥ n ≥ 3, то 1997 ≤ К ≤ 2994. 

153. 

DA

CB
O

 
SABD1 = SDBC2; 
SACD3 = SABC4; 
S1 + S4 = S1 + S3 
2SABO + SBOC + SAOD = SBOC + 2SCOD + SAOD 

BOCAOD

CODABO

SS

SS

=⇒

=⇒
 ⇒ 

ODAOOCBO
ODOCBOAO
⋅=⋅
⋅=⋅

 ⇒ 

DO
BO

OC
AO

BO
OD

OC
AO

=

=
 ⇒ 

⇒ BO = OD и AO = OC ⇒ 
⇒ ∆BOC = ∆DOA ⇒ (BC = AD) ⇒ 
⇒ ∠CBD = ∠BDA; ∠BCD = ∠CAD ⇒ BC||AD и BC = AD ⇒ 
⇒ ABCD — параллелограмм. 
154. 
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K

M T

O

D

C

A

B

 
Проведем прямую DK||AC ⇒ DACK — трапеция ⇒ 
⇒ S(AMD) = S(KMC) ⇒ S(DABC) = S(KAB) ⇒ точка O должна совпадать с 
точкой K. 
155. Выберем треугольник с наибольшей площадью в данных вершинах S 
≤ 1. Через каждую вершину проведем прямую, параллельную противоле-
жащей стороне. 
S∆, образованного этими прямыми, 4S ≤ 4. 
Все треугольники с заданным основанием b имеют площадь не большую 
чем S и заключены в пространстве между двумя прямыми, параллельными 

основанию и отстоящими от него на h =
a
S2 . 

Искомый треугольник покрывает все n точек. 

156. S = πr2; r =
π
S  ⇒ 

⇒ геолог выйдет из леса, если будет идти по окружности радиуса 

r =
π
S . 

157. 

KM H D

C

A

B

 
AC2 – BD2 = AB2 + CD2; 
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222

222

222

222

)(

)(

)2(

xHCD

xaHAB

xaHBD

xaHAC

+=

++=

++=

++=

 ⇒ 

H2 + (2a + x)2 – H2 – (a + x)2 = H2 + (a + x)2 + H2 + x2; 
4a2 + 4ax + x2 – 2a2 – 4ax – 2x2 – 2H2 – x2 = 0; 
2a2 – 2H2 – 2x2 = 0; 

x2 = a2 – H2 ⇒ x = 22 Ha −± ; 

⇒ MD = a ± 2 22 Ha − ; 

⇒ AD = 2a +2 22 Ha − ; 

⇒ SABCD =
2
1 (AD + BC) ⋅ BK =

2
1 (3a ± 2 22 Ha − ) ⋅ H 

1) a = 5 см, H = 4 см ⇒ 

⇒ SABCD =
2
1 (15 + 6) ⋅ 4 = 42 см2. 

2) a = 13см, H = 12см ⇒ 

S1 = 2
1 (39 + 10) ⋅ 12 = 294 см2, 

S2 = 2
1 (39 – 10) ⋅ 12 = 174 м2. 

Задача имеет два решения, если aHa
<<

2
2 , при этом а должно быть 

меньше 3R , где R — радиус описанной окружности около MBCD. 



 85 

Контрольные работы 

К-1. 
В-1. 

1. 
KM||BC ⇒ ∠AKM = ∠ABC; ∠AMK = ∠ACB ⇒ 
⇒ треугольники подобны по двум углам. 
PAKM = 15 см; 

3
1

=
AB
AK  ⇒ 

3
1

==
BC
KM

AC
AM

⇒ 

⇒ AB = 3AK, AC = 3AM, BC = 3KM ⇒ 
⇒ AB + AC + BC = 3(AK + AM + KM) = 3 ⋅ 15 = 45 см. 
2.  

D

C

A

B
O

 
ABCD — квадрат, т.к. угол между AC и BD равен 90° и все углы равны 90° 
и стороны равны. 
AB = BC = CD = AD = 8см; AO = OB ⇒ по теореме Пифагора 
2AO2 = 64 ⇒ AO2 = 32 ⇒ AO = 24 см ⇒ AC = BD = 28 см. 

В-2. 
1. 

O

D

C

A

B

 
AD||BC ⇒ ∠BCO = ∠OAD, ∠CBO = ∠ODA ⇒ 
⇒ ∆BOC∼∆DOA по 2-м углам ⇒ 

⇒ 
2
1

===
AD
BC

AO
OC

DO
BO

⇒ 

⇒ BC =
2

AD = 6см. 

2. 

KM
C

A

B
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B

K

O

A

C

 
∠BAC = 90° ⇒ BC — диаметр ⇒ 
⇒ BAC — прямоугольный равнобедренный треугольник 
Аналогично с ∆ACB. 
AK = KO = KC = 4см ⇒ AC = 8 = AB; AO = OC; по теореме Пифагора 2AO2 
= 64 ⇒ AO = 24 см ⇒ BC =2AO = 28  

В-3. 
1. AB||MN ⇒ ∠ABC = ∠MNC, ∠BAC = ∠NMC ⇒ 
⇒ ∆ABC∼∆MNC по 2-м углам, 
т.к. AM : MC = 1 : 1 ⇒ AM = 7см ⇒ AC = 14см, BC =12см, AB = 8см. 
2. 

B

O

A

C
 

∪AB: ∪BC: ∪AC = 1:2:3; 
∠AOB = x ⇒ ∠BOC = 2x, ∠AOC = 3x ⇒ 6x = 360°, x = 60° ⇒ 
⇒ AC — диаметр ⇒ ABC — прямоугольный треугольник 
(∠B = 90°). 
AO = OC = OB = 10 см ⇒ т.к. ∆AOB — равносторонний ⇒ AB = 10см, AC = 

20см, по теореме Пифагора BC = 31022 =− ABAC см. 

В-4. 
1. 

O

D

C

A

B

 
а) BC||AD ⇒ ∠CBO = ∠BDA и ∠BCO = ∠CAD ⇒ 
⇒ ∆BOC∼∆DOA по 2-м углам. 

б) т.к. ∆COB∼∆AOD ⇒
3
2

9
6
====

AD
BC

OD
OB

AO
CO  ⇒ 
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⇒ OD = 6
2

12
2

3
==

OB см ⇒ BD = BO + OD = 4 + 6 = 10см. 

2. 

D

B

O
A

C

 
AOB — равнобедренный треугольник; 
ABCD — прямоугольник. 
Т.к. AB||CD, BC||AD и все углы равны 90°; 
BO = 4см ⇒ ∠BOC = 60°, BO = OC ⇒ BO = OC = BC = AD = 4см,  
BD = 8см ⇒ по теореме Пифагора 

CD = 3448166422 ==−=− BCBD см ⇒ 

⇒ PABCD = 4 + 4 + 3883434 +=+ см. 

К-2. 
В-1. 

1. 
∠ABC — тупой ⇒ AC = 14 см, т.к. против большей сто-
роны лежит больший угол. По теореме косинусов: 

cosA =
8
7

2

222
=

⋅⋅
−+

ACAB
BCACAB  ⇒ ∠A = arccos

8
7 . 

 
 
2. 
AB — меньшая сторона, т.к. лежит против наи-
меньшего из углов. Из ∆ABC по теореме синусов: 

°
=

°
=

° 50sin100sin30sin
BCACAB  ⇒ AC = 8sin100°,  

BC = 8sin50°. 
Из ∆ABD по теореме косинусов: 
BD2 = AB2 + AD2 – 2AB ⋅ AD ⋅ cos80° = 16 + 64sin250°cos80° ⇒ 
⇒ BD ≈ 7,9см. 

В-2. 
1. 

B

HA C

DA

CB

O
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A C

B

 
BC — меньшая сторона, т.к. лежит против меньшего угла 

по теореме синусов 
°

=
° 40sin60sin

BCAB  ⇒ 

⇒ AB =
°

=
°
°⋅

40sin
33

40sin
60sinBC

≈ 8,1. 

2. 

O

D

C

A

B

 
Из ∆ACD по теореме синусов 

CDA
AC

ACD
ADCD

sinsin25sin
==

°
⇒ 

⇒ sinACD =
4
25sin7 °  ⇒ ∠ADC = 155° – arcsin ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ °

4
25sin7

⇒ 

⇒ AC =
°

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ °−°

=
° 25sin

25sin
4
7arcsin155sin4

25sin
sinCDACD

≈ 9 см. 

Аналогично решаем, если BC — бóльшая диагональ. 

В-3. 
1. 

A C

B

 
∠ABC — наибольший, ∠ACB — наименьший, т.к. AB = 5см, AC = 8см; 

cos(ABC) =
7
1

752
644925

2

222
=

⋅⋅
−+

=
⋅⋅
−+

BCAB
ACBCAB  ⇒ ∠ABC = arccos

7
1 . 

2. 
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DA

CB

O

 
По теореме косинусов из ∆AOD: 
AD2 = AO2 + OD2 – 2AO ⋅ OD ⋅ cos70° = 49 + 25 – 2 ⋅ 7 ⋅ 5 ⋅ cos70° = 
=50 ⇒ AD ≈ 7,07см. 
Аналогично из ∆ABO (∠AOB = 110°), 
найдем AB ≈ 9,8см ⇒ 
⇒ P = 7,07 + 7,07 + 9,8 + 9,8 = 33,74 см. 

Из ∆ABD по теореме синусов: 
D

AB
A

BD
B

AD
sinsinsin

== ; 

из ∆AOD: 
D

AOAD
sin70sin

=
°

 ⇒ sinD =
07,7
70sin7 °

≈ 0,93 ⇒ 

⇒ sinA =
AB

dBDsin
≈ 0,94 ⇒ ∠A ≈ 71° ⇒ 

⇒ ∠ABC = 180° – ∠A = 109°. 

В-4. 
1. 

A C

B

 
BC = 5см (большая сторона), т.к. лежит напротив большего угла. 
AB аналогично — наименьшая сторона. 

По теореме синусов ⇒
°

=
° 30sin80sin

ABBC  ⇒ AB =
°80sin2

5
≈ 2,54см. 

2.  см. задачу К-2.В-3 № 2. 

DA

CB

O
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К-3. 
В-1. 

1. По теореме Пифагора BM = 22 AMAB − ≈ 4,3 см; 

BM — медиана ⇒ BO =
3
2 BM ≈ 2,9 см =

3
5 см. 

Т.к. шестиугольник вписан в данную окружность ⇒ его сторона равна ра-

диусу окружности ⇒ равна 
3

5 см. 

2. ∪AB = 2π, ∠AOB = 120° 

∪AB = R ⋅ ∠AOB ⇒ R =
120
360 = 3см; 

BO = 3, BM — медиана ⇒ BM = 4,5 см. 

В-2. 

1. Rокр = 2
1 AB = 2 см. 

Т.к. 
p
S = r, то 

a

a

2
3
4
3 2

= 2 ⇒ 
6
3a = 2 ⇒ a = 34

3
12

= см. 

2. 
∪BC = R ⋅ ∠BOC ⇒ R = 8 см; 
ABCD — квадрат. 
По теореме Пифагора 
AB2 = 2R2 = 128 ⇒ AB = BC = CD = AD = 28 см. 
 
 

В-3. 
1. 

E

C
B

A

DF
O

K

 
Шестиугольник правильный ⇒ 
⇒ BC = CO = BO, где BO и OC — радиусы описанной окружности. 

D

C

A

B
O
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D

C

A

B
O

 
Из ∆BKO по теореме Пифагора OK = 3525100 =− см; 

OC = 35 см ⇒ AC = 310 см ⇒ по теореме Пифагора 

2AD2 = 300 ⇒ AD = 65
2
310150 == см. 

2. 

K

B

A

O

H

 
∪AB = 3π, ∠AOB = 60°, т.к. AB = OB = AO (см. предыдущую задачу) 

∪AB = R ⋅ ∠AOB ⇒ R =
60

540 = 9 см. 

KH — медиана и высота, OK = 9см ⇒ KH =
2
3
⋅ 9 = 13,5 см. 

В-4. 
1. 

D

C

A

B
O

 
BD — диаметр; из ∆BAD по теореме Пифагора 
BD2 = 72 ⇒ BD = 26 см ⇒ R = 23 см. 
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∆KMN — правильный ⇒ OP = 23 см ⇒ KP = 29 см (т.к. KP — медиана) 

sin60° =
KM
KP  ⇒ KM =

3
2182

3
29

=⋅ см. 

2. см. К-3.В-2 задача 2. 

К-4. 
В-1. 

1. 
AD||BC ⇒ ∠BAD = 30°; 

а) Sпар = AB ⋅ AD ⋅ sinA = 5 ⋅ 8 ⋅
2
1 = 20 см2. 

б) Sпар = BH ⋅ AD = 20 ⇒ BH =
8
20 = 2,5см. 

2. 
По теореме Пифагора 2AH2=50 ⇒ AH = HD=5см ⇒ 

⇒ S∆ = 5
2

1220
⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + = 80 см2.   S∆1ADB =

2
1 DH ⋅ AB; 

S∆2BAC =
2
1 DH ⋅ AB ⇒ SАВD = SBAC. 

В-2. 
1. 

S∆ = 2
1 AB ⋅ AC ⋅ sin30° =

2
1
⋅ 4 ⋅ 7 ⋅

2
1 = 7 см2; 

S∆ = 2
1 CH ⋅ AB = 7 ⇒ CH =

4
14 = 3,5 см. 

 
2. 
∆ABC = ∆CDA (AB = CD, BC = AD,  
AC — общая). 

S∆CAD =
2
1
⋅8⋅7 ⋅

2
1 = 14 ⇒ Sпар = 2 ⋅ 14 = 28 см2. 

SABO =
2
1 AO ⋅ BH; 

SBCO =
2
1 BH ⋅ OC; 

AO = OC по свойству параллелограмма ⇒ SАВО = SСВО. 

В-3. 
1. а) Sкв = AB2 = 0,64 ⇒ AB = 0,8 дм ⇒ Pкв = 4AB = 3,2 дм; 

B

H

A C

H D

B

A

C

C

BA

D

H

H

O

DA

CB
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б) Rкр = 2
1 AB = 0,4дм; Sкр = πr2 = 0,16π дм2. 

2. 

а) KS =
2

ADBC +  ⇒ 9x = 36 ⇒ x = 4см; 

BC = 4см, AD = 32см; 

б) AB=CH = 7x=28 ⇒ Sтр = 28
2
324

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + = 504 см2. 

В-4. 
1. 
а) Sпр = x ⋅ 2x = 72 ⇒ x = 6, AB = 6см, AD = 12см. 
По теореме Пифагора из ∆ABD: 

BD = 2 24 6 5x x+ = = AC 
AC — диаметр круга ⇒ R = 3 5 см ⇒ 
б) S = πR2 = 45π см2. 
 
 
2.  
SABC = SACD, т.к. ∆ABC = ∆ACD; 

SACD =
2
1
⋅ AC ⋅ HD =

2
1
⋅ 16 ⋅ 4 = 32см2; 

Sпар = 2 ⋅ 32 = 64 см2 

Sпр-ма = DK ⋅ AB = 64 ⇒ DK =
3

16
12
64

=  см. 

 

C

K

H

B

A D

S

D

B
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C
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DA

CB
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